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1. Olkoon A Banach-algebra. Alkio z € A on topologinen nollantekiji, jos on olemassa
jono (y,); C A niin, ettd ||y,|| = 1 jokaisella n ja

lim zy, =0 = lim y,z.
n—oo n—o0

(a) Jos (z,), C G(A) ja x, = = € IG(A), niin ||z }|| = oo.
(b) Osoita, ettd joukon 0G(A) alkiot ovat topologisia nollantekijoita.

(c) Minkélaisissa Banach-algebroissa 0 on ainoa topologinen nollantekiji?

Todistus.

(a) Olkoon (z,)%2, C G(A) pisteeseen x € JG(.A) suppeneva jono. Oletetaan, etti

n=0
|z, t]| # oo. Télléin on olemassa C' < oo siten, ettd ||z,'|| < C dérettomin

monella n € N. Kiinnitd n € N niin, etti
lz' 1< C ja llan -2l <O
Nyt
11— 2wl = llzg " (20 — 2)]| <l '] [lon — 2l <1,
joten 'z =1 — (I — z,'z) € G(A). Niinpa
T =1x,(z,'2) € G(A),
joten z € G(A) N 0G(A). Muistetaan kuitenkin, ettd G(A) C A on avoin, joten
G(A)NOG(A) = 0; mutta x € () on ristiriita.

(b) Ota pisteeseen z € OG(.A) suppeneva jono (z,), C G(A). Asetetaan y, :=
o' /Nl jolloin

-1

xt x
laval = H - \=<x—x T \
n o] o ) o]
o o e 1
< o= H n \+ w | g+
SN =i =y ol T
(
371—)00 0;

vastaavasti ¥y, —p_00 0.

(c) Tamé voidaan todistaa aivan Gelfand-Mazur -lauseen tapaan: Olkoon z € A.
Oletetaan, ettd 0 on Banach-algebran A ainoa topologinen nollantekija. Gelfan-
din lauseen mukaan o(z) C C on kompakti ja epétyhjd, joten do(x) C o(z) on
epatyhji. Ota A(z) € do(x). Nyt

AMz)I—z € 0G(A) = {0}

eli z = A(z)I; kuvaus A = (z — A(z)) : A — C on selvisti algebraisomorfismi, ja
se on isometria: ||z|| = ||[A(z)I|| = |A (=) O
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LSlt€laan tassa Vi€la uelland—lazur -lauseeseen perustuva tolnen todistus (C)-
kohdalle: Ota =z € A\ G(A) ja madrittele z; := (1 — ¢)x + tI. Koska 2y = z on
ei-kddntyva ja 1 = I on kddntyvi, on olemassa ty € [0, 1[, jolle z;, € 0G(A). (b)-
kohdan mukaan z;, on topologinen nollantekiji, joten jos Banach-algebran 4 ainoa
topologinen nollantekiji on 0, niin on oltava z;, = 0; talléin saadaan

lo

T = I,
1—t

joten on oltava x = 0, silld = on ei-kaddntyva; taten Gelfand—Mazur -lauseen nojalla
A on isometrisesti isomorfinen Banach-algebran C kanssa O

2. Olkoon A Banach-algebra. Osoita, etti jos
30 < oo Vr,y € A [zl lyll < C [lzyll,

niin A ja C ovat isometrisesti isomorfisia Banach-algebroja.

Todistus. Olkoon z € A topologinen nollantekiji, ja olkoon (y,)3, C A jono, jolla
lynll = 1 jokaisella n, ja zy,, yoz — 0. Tillgin

]l = llz[l lyall < C [l2ynll =n-00 0,

joten z = (. Edellisen tehtavin (c)-kohdan tarkastelun nojalla A ja C ovat isometrisesti
isomorfisia 0



o. UIKOON A bBanacil-algedra Ja T,y © A. 10dlSta:

(2) plzy) = plyz).
(b) Jos zy = yz, niin p(zy) < p(z)p(y).
(¢) Jos x on nilpotentti (eli z* = 0 jollakin k£ € N), niin o(z) = {0}.

Todistus.

(a) Aiemmasta harjoitustehtiavisti tiedimme, etté (yleisemmassikin) algebrassa pétee

o(zy) U{0} = o(yx) U {0},

joten selviisti p(zy) = p(yx). Esitetdin sitten toinen, (epétriviaaliin!) spektraali-
sidekaavaan nojautuva perustelu: Jos z = 0 tai y = 0, pétee triviaalisti p(zy) =
0 = p(yx). Muutoin

plzy) = lim ||(zy)"||""

— : n—1,11/n
Tim [z (yz)" "yl

: e\
< tim (Rl (hey=1=e) T Lol )
n—0oQ
= plyz),
silla, ||z]|Y™ — 1, [|y[|"™ = 1, ||(yz)™" |/ D — p(yz). Symmetrisesti todistetaan
Yy Y Py y

p(yr) < p(zy), joten p(xy) = p(yz).
(b) Oletetaan, ettd zy = yz. Nyt
play) = lim |[(zy)"|""

TY=yz 1/n

lim ||z"y"|

n—oo

< lim [lz™" |y V"
n—oo

= p(@)p(y).

(c) Jos z on nilpotentti, niin 2" = 0 “suurilla” n € N (n > k), joten

pla) = lim [|o"]['/" = 0;

n—0o0

Gelfandin mukaan o(x) # (), joten on oltava o(z) = {0} O



4. UIKOoOonl A algebra. Usa]oukon o C A rommutantt? on
[(S)={recA|VyeS: zy=uyz}
Todista:
(a) I'(S) C A on alialgebra; jos A on topologinen algebra, niin I'(S) on suljettu.
(b) § C T(I(S)).

(c) Jos zy = yzx kaikilla z,y € S, niin T'(I'(S)) C A on kommutatiivinen alialgebra,
jossa op(r(sy)(2) = 0.4(2) jokaisella z € T'(I'(S)).

Todistus.
(a) Ota A € Cjaa,be I'(S). Olkoon s € S. Téllsin
(Aa)s = A(as) = A(sa) = s(\a),
(a+0b)s =as+bs=sa+ sb=s(a+Db),
(ab)s = asb = s(ab),
[4s = s =sly,
joten I'(S) C A on alialgebra.
Olkoon A topologinen algebra. Kun y € S, méiritellian kommutaattorikuvaus
Cy: A=A, z—2y—yz.

Kommutaattorikuvaus C, on jatkuva, silld se on yhdiste jatkuvista algebralasku-
toimituksista. Selvisti ndhd&an, etté

I(s) = () ¢, ({o}).
yeS

Niinpd I'(S) on suljettu, silld se saadaan suljettujen joukkojen C,'({0}) C A

leikkauksena!
(b) Jos y € S, niin triviaalisti yz = xy jokaisella z € I'(S), joten y € ['(['(S)).
(c) Oletetaan, etta joukon S alkiot kommutoivat keskenédén. Siten

S CI(S).
Jos M,N C Aja M C N, niin [(N) € ['(M). Niinpé
['(I(S)) Cc I'(S).
Mutta jos I'(M) C M, niin joukon I'(M) alkiot kommutoivat keskeniéin. Téaten
(a)-kohdan nojalla I'(I'(S)) on kommutatiivinen alialgebra, kun joukon S alkiot

kommutoivat kesken#én.
Oletetaan edelleen, ettd joukon S alkiot kommutoivat keskenddn. Olkoon z €

['(T'(S)) C A kiéntyvi algebrassa A. Jos voimme osoittaa, ettd = € T'(I'(S)),
niin todistamme spektriviitteen

Vz e F(F(S)) : O'r(r(g))(z) = O'_A(Z).
Ota y € I'(S). Nyt

_ _ _1 ry=yr _ _ _
yr ' = ey = oy = 27y,

joten z7! € T(T'(S)) O



J. UlKO0Nn A 10pologinen avaruus. viaarit€ilaan © A X A S1i€ll, €tta

(z,y) €C = VfeCX): f(z)=f(y)

Todista:

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

C' on ekvivalenssirelaatio joukossa X.
Joukkojen C(X) ja C(X/C) vililla on luonnollinen bijektiivinen vastaavuus.
X/C on Hausdorff-avaruus.

Jos X on kompakti Hausdorff-avaruus, niin X = X/C.

Todistus.

(a)

Olkoot z,y, z € X. Relaatio C on refleksiivinen, koska
(Vf e C(X): f(z)=f(z)) = (z,2) €C;
C on symmetrinen, koska

(zy)eC & (Vf: f(2)=f@) & (Vf: fly)=fz) & (y,2)€C;

C on transitiivinen, koska

(z,y) € Cja(y,2) €C & Vf,geCX): f(z)=f(y)jagly) =g(z)
= VfeCX): f(z)=f(2)
& (z,2) € C.

Olkoon [z] := {y € X | (z,y) € C} pisteen x € X ekvivalenssiluokka. Tekija-
avaruus X/C = {[z] | * € X} varustetaan tekijatopologialla, siis vahvimmalla
topologialla, joka tekee kuvauksesta p = (z — [z]) : X — X/C jatkuvan. Olkoon
f € C(X). Koska f(x) = f(y) jokaisella y € [z], voidaan mé&é&ritelld ko-indusoitu
kuvaus

ff:X/C—=C, [z]— f(z).

Toisin sanoen f = f*op. Osoitetaan, ettd f* € C(X/C): olkoon V' C C avoin, jol-
loin p~Y(p(f~"(V))) = f~*(V) C X on avoin, joten tekijitopologian méaritelméin
nojalla (f*)~*(V) = p(f~*(V)) C X/C on avoin. Olemme siis saaneet kuvauksen

¢= (= [):CX)—CX/C);

tamé kuvaus on selvésti injektio. Jos taas g € C(X/C), niin gop € C(X) ja
(gop)* =g, joten ¢ on myds surjektio.

Oletetaan, ettd z,y € X, [x] # [y]. Ota f € C(X), jolle f(z) # f(y). Talloin
fre C(X/0), jolle f*([x]) # f*([y]); topologinen avaruus, jonka pisteet jatkuvat
funktiot separoivat, on Hausdorft-avaruus.

Kuvaus p = (z — [z]) : X — X/C on aina jatkuva surjektio, olipa X millainen
topologinen avaruus tahansa. Jos X on kompakti Hausdorff-avaruus ja z,y € X,
x # y, niin Urysohnin lemman nojalla on olemassa f € C(X), jolle f(z) = 0 #
1 = f(y); siis [z] # [y]; tdlléin p : X — X/C on my6s injektio. Jatkuva bijektio
kompaktilta avaruudelta Hausdorff-avaruuteen on aina homeomorfismi Il



0. VUlkoot .A; topologisia algebroja jokalsella 7 &« J. VvVarusta A = 11 A; topologlsen
jedJ
algebran rakenteella.

Ratkaisu. Olkoon p; : A — A; koordinaattiprojektio (z = (z;);es) — x;. Médritel-
l14dn karteesiseen tuloon A algebrarakenne koordinaateittain:

AT = ()\J?j)jej,

z+y = (25 + y))jes
zy = (;Y;) e,
Iy:= (]IAj)jEJ:
kun A € C, z,y € A. On helppo tarkistaa, ettd nédin todellakin saadaan algebra.

Varustetaan A tulotopologialla. Koska p; : A — A; on jatkuva ja {0 = 04,} C A; on
suljettu jokaisella j € J, on

{0=04} = ﬂ p; {({04,})

jeJ

topologisen algebran A suljettu osajoukko. Toisaalta tdma olisi voitu todeta siité, etta
Hausdorff-ominaisuus siilyy karteesisissa tuloissa.

Enté algebralaskutoimitusten jatkuvuus? Todistetaan vain kertolaskun ((z,y) — zy) :
A x A — A jatkuvuus, silld skalaarilla kertomisen ja yhteenlaskun tapaukset ovat hyvin
samankaltaiset. Olkoon W € V(zy). Téll6in on tulotopologian méiritelmén nojalla on
olemassa &dfrellinen indeksijoukko I C J ja avoimet joukot W; C A; jokaisella i € I
niin, etti
zy € \p ' (Wi) C W
iel
Jokaisella i € I otetaan sellaiset U; € V(z;) ja Vi € V(y;), joilla U;V; C W;. Mééritellaan
U:= ﬂpi_l(Ui), V= ﬂpi_l(‘/;).
iel iel

Nyt U € V(z) jaV € V(y), ja UV C W. Tulo on siten jatkuva laskutoimitus, ja
vastaavasti késitelldin muut laskutoimitukset — A on topologinen algebra g



