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1. Topologinen algebra on Hausdorff-avaruus. (Huomautus: Téssé on tarpeen se, ettd {0}
on suljettu ja se, ettd (z,y) — x +y ja £ — —z ovat jatkuvia kuvauksia. Esimerkiksi
tulon jatkuvuutta tai yhteenlaskun kommutativisuutta ei tarvita!)

Todistus. Olkoon A topologinen algebra. Méaritellddn kuvaus
fiAXxA— A (z,y)—z—y,

joka on jatkuva, silld se saadaan yhdisteend jatkuvista kuvauksista (topologisen algebran
laskutoimituksista):

FrAx ATV g g 0035 »
Jos z,y € A, x # y, niin f((z,y)) =z — y # 0; siten

ANA{0} € V(£((z,9))),

silld {0} C A on suljettu. Koska f on jatkuva, on olemassa W € V((z,y)) siten, ettd
fFw) c A\{0}. Tulotopologian maiaritelmén nojalla on olemassa U € V(x) jaV € V(y),
joille U x V' C W. Niinpa

U—V=fUxV)c fW)c A\{o}.

Siis
{u—v|uelU veV}CA\{0}
eli U NV = (; titen A on Hausdorff-avaruus O



<. UlKOONn A algebDra ja normiavaruus normilia r = ||If|. 1alloln .A On tOpologinen algebra
jos ja vain jos
IC <ocoVz,y e A: |yl < C =] [lyl-

Todistus. Normiavaruus yli kunnan C on aina topologinen vektoriavaruus. Oletetaan,
ettd tehtdvinannon epdyhtilé on voimassa jollakin C < oo, ja ettd z, — x, ¥, — ¥.
T#lloin on olemassa M < oo niin, ettd ||z, | < M jokaisella n, joten

[Zayn — 2yl = |ZaYn — 2oy + 20y — 2Y||
< za(yn = I+ Nl (20 — 2)yl|
< Clzall lyn —yll + C llzn — 2| [yl
< CM|ya—yll+C lzn — 2| [yl
—nooo  U;

niinpé téssd tapauksessa A on topologinen algebra.

Kéantaen, oletetaan, ettd A on topologinen algebra, jossa topologian m&arda normi
x +— ||z||. Algebran tulo on jatkuva pisteessd (0,0) € A x A, joten jos € > 0, niin on
olemassa ¢ > 0, jolle

v,y e A: |zl lyll <6 = [lzyll <e.

Jos £ = 0 tai y = 0, niin triviaalisti ||zy|| = 0 = ||z|| ||y||. Oletetaan siis, ettd x # 0 # y.

Talloin

_ H dr Oy
]l {1yl

9
< < llall Iyl

ol H 5 Jlz] [l

siis vakio C' = £/6? kelpaa O

Toinen todistus kiifinteiseen suuntaan. Kééntéden, oletetaan, ettd A on topologi-
nen algebra, jossa topologian maaraa normi x — ||z||. Oletetaan, ettéd jokaisella n > 1
on olemassa x,,y, € A siten, ettéi

[znynll > 71 (lzall yall Ja [zl =1 = [lyall-
Silloin
-1 Tn  Yn
= ol ol < n7 ragnll = | S Ll s

koska tulo on jatkuva ja koska

x _ Y

\/—% —n—oo 0 Ja \/_ﬂﬁ —?n—o0 0;
mutta 1 < 0 on ristiriita O



J. UIKOON A KOIMpaktl avaruus. l1alloln O (A ) erotielec (1. separol) avaruuden A pIistect
jos ja vain jos K on Hausdorff-avaruus.

Todistus. Oletetaan, ettd X on topologinen avaruus, jonka pisteet C'(X) erottelee.
Jos z,y € X, x # vy, ota f € C(X), jolle f(x) # f(y). Koska C on Hausdorff-avaruus,
voidaan valita avoimet joukot V,,V, C C, joille

f(fl?)EVw, f(y)EVQ,, Vwﬂ%:@.

Talloin U, = f~Y(V,) € V(z), U, = f~1(V,) € V(y) ja U, N U, = (. Taten X on
Hausdorff-avaruus (eikd kompaktiusoletusta téssi edes tarvittu).
Kéantien, oletetaan, ettd K on kompakti Hausdorff-avaruus, z,y € K, x # y. Nyt
{z},{y} C K ovat erillisii ei-tyhjia suljettuja joukkoja, joten Urysohnin lemma tarjoaa
funktion f € C(K), jolle

flz)=0, fly)=1.

Niinpa C'(K) erottelee kompaktin Hausdorff-avaruuden K pisteet O



4. U ) on bBanach-algebra normilla j = (| /|| :== Sup |J\Z)|, Kull A Ol KOMPaktl avaruus.
rzeK

Todistus. Tieddmme jo, ettd C'(K) C F(K) on (ali)algebra.

Koska jatkuva reaaliarvoinen funktio kompaktilla avaruudella saavuttaa suurimman ar-
vonsa, pitee ||f|| = sup |f(x)| < oco. Ota f,g € C(K) ja A € C. Nyt
TEK

1/ +9ll = sup [f(z) +g(x)| < sup(|f(z)|+|g(x)]) < sup [f(z)[+sup|g(y)| = [[f]+]gl,
€K €K €K yeK

IAfIl = sup [Af(z)| = [A] sup|f(z)| = [A] I £]]
zeK zeK
ja
Ifll=0 & (Vxe K: f(z)=0) & f=0.

Kuvaus f — ||f|| on téten normi. Liséksi pétee

1f9ll = sup [f(z)g(x)| < sup | f(z)] sup |g(y)| =[£I llg]
T€EK T€EK yeK

ja
|T]] = sup |I(z)| = 1.
rxeEK

On vield tarkistettava, ettd C'(K) on Banach-avaruus. Olkoon (f,)%, C C(K) Cauchy-
jono. Télloin

| fm(2) = fu()] < sup [fm(y) — fa@)] = [ fr — full,

yeK

joten (f,(z))2, C C on Cauchy-jono jokaisella x € K. Metrisen avaruuden C taydelli-
syyden nojalla on olemassa

f(@) = Jim ful@) € €

jokaisella x € K. Osoitetaan, ettd ndin maéaaritelty funktio f : K — C on jatkuva
(mielivaltaisessa) pisteessi z € K. Ota ¢ > 0. Koska (f,)2, C C(K) on Cauchy-jono,
on olemassa n. € N niin, etta

m,n>n. = ||fm— full <e.

Niinpa
If = fucll < e
Koska f,,. € C(K), on olemassa U, € V(x), jolle

yele = |[fn(x) = fu.(y)] <e.

Nyt kaikille y € U, patee

[f(@) = fFW] < 1F(@) = fae (@) + [fro (2) = Fu. )] + | fne (y) = Fy)] < 3e.

Siispa f : K — C on jatkuva jokaisessa pisteessid z € K, f € C(K) O



9. UIKOOIl A t0pologinen algebra Ja bBanacil-avaruus. varustia S€ alkupe€ralsei normin r
||z|| kanssa ekvivalentilla Banach-algebranormilla x +— ||z||". Muistutus: normien ekvi-
valenssi tarkoittaa

0 <oz e d: C7 || < |zl < C |2

Ratkaisu. Tiedidmme aiemmasta tehtavista, etté
Va,y € At |lzy| < C lzf| [lyll

jollakin vakiolla C' < oco. Kuten luennoilla, méaaritelldéan alkiolle x € A kuvaus
m(z): A— A, mz)y =xy.

Nyt kuvaus
m: A— L(A), =~ mx),

on homomorfismi, jolle

[m(z)l = sup =y
yeA: [lyll<1
< sup (O]l [lyl) = C [lz]l = C [[m(z)L4l
yeA: [lyll<1
< C lm(@)[] [Tall
saadaan siis
Im(z)[] < C [lz]| < C |[L4l| [Im ()]l
eli
Ll llzll < Im(@)l| < C 2.
Téten normit z — ||z|| ja = — ||z]|" := ||m(z)|| ovat ekvivalentit! Téssé siis ||z]|" on

sama kuin operaattorin m(x) € £(A) operaattorinormi.

Tiedamme, ettd operaattorinormi tekee algebrasta £(.A) Banach-algebran, jonka Banach-
alialgebra m(.A) on, joten todistus on valmis. Harjoituksen vuoksi kuitenkin todistetaan
tulon ja ykkd&salkion normivaatimukset eksplisiittisesti:

2yl = [Im(zy)|| = [[m(z)m(y)|| < [[m@)[] lm@)] = =] [yl
ja
[Tal'=sup [Tayll= sup [ly[|=1.
y€A: [lyl|<1 yeA: [lyl|<1

Siten z — ||z||" on alkuperéisen normin kanssa ekvivalentti Banach-algebranormi [



0. UlKOON A Danacn-algebra ja I,y & A S1L€ll, €lla

ry=yz, *=z, Yy =uy.

Osoita, ettéd joko x = y tai ||x—y|| > 1. Anna esimerkki Banach-algebrasta A ja alkioista
7,y € Aniin, ettd 22 = x # y = y? ja ||z —y|| < 1 (vinkki: algebran dimension ei tarvitse
olla kovinkaan korkea, ja geometrisesta intuitiostakin saattaa olla hyotyé :)

Ratkaisu. Lasketaan

(x—y)3 wy;yw x3—3x2y+3xy2—y3

a?=z, y*=y

= T —3zry +3xy —y
= r—-Y,

joten
lz =yl = Iz = 9)° < |z - yII*.
Saadaan joko z =y tai ||z — y||> > 1.

Sitten esimerkki: Voisimme aivan hyvin tarkastella projektioita algebroissa yli kunnan
C, mutta havainnollisuuden vuoksi otamme kisittelyyn algebran yli kunnan R. Olkoon

A=L([R*)={A:R* - R | A lineaarinen},
siis lineaarikuvausten R> — R? algebra. Olkoon ¢ € R, ja z4 : R* — R? on ortogonaali-
projektio aliavaruudelle
B cos(o)\

= [ (0 2 er).

(piirrd kuval) eli eksplisiittisesti
a cos(¢ a cos(¢ . cos(¢
(1) = ((60) () (568 = ooy +psmien (55

Nyt 23 = x4, mutta jos esim. 0 < ¢, < 7/2, ¢ # 1, niin

0 <||lzg — 2yl < | — ] =45y 0.



