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Laskuharjoitus 1, viikko 4

1. Olkoon A algebra ja z,y € A.

(a) Jos z,zy ovat kddntyvid, niin y on kddntyva.

(b) Jos zy,yx ovat kddntyvid, niin z,y ovat kidntyvia.

(c) Anna esimerkki algebrasta A ja alkioista z,y € A, joille zy = I4 # yz. Osoita,
ettd tilloin (yx)? = yz # 0.

1 _ -1

Ratkaisu. Huomaa, etti jos z,y € A ovat kiidintyvia, niin (zy)~! = y~tz7} silla

(zy)(y 'z ) =a(yy e =ale =227 =11
ja vastaavasti
(y 'z (ey) =y (e )y =y y=y 'y =1L

(a) Olkoot z, Ty € A kidintyvid. Jos y olisi kiiéintyvi, niin y~! = y~ o~z = (zy) " a;
kokeillaanpa:
((zy) ')y = (2y) " (ay) =1,

1

y((zy)~'z) = (7 2)y(ey) e = 27 ((zy)(zy) Nz =27z =T

(b) Olkoot zy,yr € A kdsntyvii. Aivan kuten (a)-kohdassa, veikkaamme, ettd y=' =

(zy)~tz — ja nainhéin onkin:

(z) "2y 21,

y((zy)"'z) = y(zy) 2 ((yz)(y2) ™) = y((@y) " (@y)z(yz) ™" = (yz)(yz) ' =L

1 1

Symmetrian nojalla todetaan, ettd on oltava z=' = (yz) 'y.

(c) Oletetaan, ettd zy = I # yx. Téll6in
(y2)* = (y2)(yz) = y(ay)z = ylz = yu;

koska
0# I=1I= (zy)(zy) = z(y2)y,

on oltava yxr # 0. Esimerkki algebrasta, jossa tdmé& on mahdollista, on lineaari-
operaattorien algebra A := L(F(N)) = {A : F(N) —» F(N) | A lineaarinen},
missd F(N) on funktioiden f : N — C vektoriavaruus. Mééritellddn z,y € A
siirto-operaattoreiksi

(@f)(n) == fn+1), (0):=0 ja (yfl(n+1):=f(n)

kaikilla n € N. Nyt (zy)f = f # (yx)f O



<. UlKOON A algebra ja I,y < A

(a) I — yx on kddntyva jos ja vain jos I — zy on kidntyvi.

(b) o(yz) C o(xy) U {0}.
(c) Jos z on kddntyvi, niin o(zy) = o(yz).

Todistus.

(a) Oletetaan, ettd I — zy € A on kidntyvi. Formaalin potenssisarjan (ns. Carl Neu-
mann -sarjan) avulla saadaan yrite alkion T — yz mahdolliselle kiénteisalkiolle:

(I —yx) NZyx]—]I—i-y(Z( ))xw]l—i—y(]l—a:y)lx.

Ja toden totta,

T—yz) (I+yI—2y)'z) = I—yr+y(l—zy) 'z —yzy(l—zy) 'z

= I-y(I—(T-=zy) '+ayl—ay) "z
= I—yI—(I—-azy)I—ay) )z
= [—9y0zx

I,

ja vastaavasti

I+yI—=y)'z) I—yz) = I-yz+y(I—azy) 'z —y(l—ay) 'zyz
= I—y(I— T—=zy)~" + ([ —zy) 'ay)z
= T—y(I— (I—=zy) ' (I-ay))z
= [—y0zx

I.

A€o(yr) & AN —yz)™

@ A=0 tai AN —zy)*

& Aeo(ry)U{0}.

(c) Olkoon z € A kidntyvi; nyt (ks. tehtévin 1 ratkaisu)

1 -1

J(ay)™ & ' & F(yz)

eli
0Oco(zy) & 0€o(y) & 0¢€o(yx).

Siten (b)-kohdan nojalla o(yz) = o(zy) O



3. Olkoon A matriisien kLOK

Z) (missé «, f € C) muodostama joukko.

(a) Nayta, ettd A on kommutatiivinen algebra.

(b) Luokittele (isomorfiaa vaille) kaikki kaksidimensioiset algebrat. (Vinkki: todista,

ettd kaksidimensioisessa algebrassa on oltava joko 3z # 0 : 2? = 0 tai dz ¢
{I,-I}: 22 =1)

Ratkaisu.

«

0 a) , jolloin A = {z(e, 8) | o, 8 € C}. Olkoon A € C

ja z(a, B), z(7,d) € A. Varustetaan A matriisien tavallisella vektoriavaruusraken-
teella ja tulolla,

(a) Merkitddn z(a, B) =

M(a, B) = (A, A\B) € A,
z(e, B) + z(7,0) = z(a+7,8+0) € A,
z(a, B) x(7,6) = z(7,6) z(e, B) = z(ay, ad + By) € A.

Kertolaskun ykkosalkiona on I4 = z(1,0), identiteettimatriisi. Kyseessd on siis
kommutatiivinen algebra.

(b) (a)-kohdan algebra A on kaksidimensioinen, ja siind pétee

(0,8)* =0

jokaisella 3 € C. Varustetaan vektoriavaruus B = C? algebrarakenteella, jossa
kertolaskuna on

(e B), (7,9)) = (v, 59).
Huomaa, ettd B = F({1,2}), missd F({1,2}) on funktioiden f : {1,2} — C
algebra. Algebrassa B pétee

(@,8)"=0 ¢ (a, ) =0,
joten A 2 B, A ja B eivit ole isomorfisia algebroja. Algebrassa B pétee myo6s
(17 _1)2 = (11 1) = ]IBa

vaikka (1, —1) & {—I,I5}. Olkoon C miki tahansa kaksidimensioinen algebra, ja
olkoon {I,z} sen vektoriavaruuskanta. T&ll6in

2?2 = M+ px
joillakin A, u € C, joten
(@ —Iu/2)" = (A + p*/4)L.
Jos nyt A+ p?/4 =0 ja y := x — Iu/2, niin lukija voi helposti tarkistaa, etti
C— A, (al+ By) = x(a,B),

on algebraisomorfismi. Jos taas A + p?/4 # 0, niin (v *(z — Ip/2))? = 1 (missi
v = X+ p?/4), vaikka y := v~ (z — Ipu/2) & {—1,1}; taas lukija voi tarkistaa, etti

C— B, (al+pBy)— (a+B,a—2p),

on algebraisomorfismi. Siten A ja B ovat isomorfiaa vaille ainoat mahdolliset kak-
sidimensioiset algebrat (yli kunnan C) d



a. UIKOOL A, O algebdroja ja ¢ - A — O NOomMmomorismi. 1alloin

(a) ¢(A) C B on alialgebra,
(b) Ker(¢) C A on ideaali,
(c) A/Ker(¢) = ¢(A).

Todistus.

(a) Tama viite seuraa suoraan siitd, ettd ¢ kunnioittaa algebrarakennetta:

Ap(z) = ¢(Az), B(z) +d(y) = d(z +y), d(2)d(y) = d(zy), Is=(La),
missd A € C ja z,y € A.
(b) Ota A € C, z,y € Ker(¢) ja z € A. Nyt
$(Az) = Ad(z) = A0 = 0,
joten Az € Ker();

¢z +y) =d(x)+¢(y) =0+0=0,

joten z +y € Ker(o);

d(zz) = p(x)d(2) = 00(2) =0, ¢(2z) = ¢d(2)d(z) = ¢(2)0 =0,

joten zz, zz € Ker(¢). Taten Ker(¢) C A on ideaali.
(c) Olkoon [z] : =z + Ker(¢) ={z + k | k € Ker(¢)}, kun z € A. Jos z,y € A, niin

p(z) =o(y) & 0=90(z) —d(y) =d(z —y) & z—yeKer(d) & [z]=][y],

joten kuvaus
¥ A/Ker(¢) = ¢(A), [z] = ¢(z),

on hyvin mééaritelty injektio. Toki ¢ on triviaalisti my0s surjektio. Entd onko se
lisiksi homomorfismi? Olkoon A € C ja [z], [y] € A/Ker(¢). Pétee

P(A[z]) = P([Az]) = ¢(Az) = Ap(z) = AY([z])

Y([z] + [y]) = Y[z +y]) = d(z + y) = ¢(z) + ¢(y) = ¥([z]) + ¥([y]),
Y([2l[y]) = »([zy]) = ¢(zy) = ¢(x)d(y) = ¢([z])¥([y])

Y(La/ker(p)) = Y([La]) = ¢(I4) = I = Ly(a).

On todistettu, ettd ¢ on isomorfismi [l

[z]),



J. UIKOOL \A,Gx) Ja (I,dy ) INELIrlsSla avaruukslia. Ulkoon jf - A — r Jja T &© A. USOlLa,

ettd seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

(a) f on jatkuva pisteessi z.
(b) Ve>030>0Vy € X: dx(z,y) <d=dy(f(x), f(y)) <e.
(€) zn =2z = f(xn) = f(x).

Todistus (b)=(a)=(c)=(b). Oletetaan (b). Ota V € V(f(x)). Téll6in on olemassa
e > 0 siten, ettd B(f(z),e) C V. Nyt (b):n nojalla
f(B(z,0)) C B(f(x),e) CV

jollakin 0 > 0; siis (b)=-(a).

Oletetaan (a). Olkoon z, — z. Ota ¢ > 0. Télléin (a):n nojalla f(U) C B(f(x),¢)
jollakin U € V(z). Ota § > 0 niin, ettd B(z,0) C U. On olemassa ns € N siten, ettd
z, € B(z,d), kun n > ng. Siten

n>ns = f(za) € f(B(z,9)) C f(U) C B(f(2),¢),
joten f(x,) — f(z). Siis (a)=-(c).
Oletetaan, ettei (b) pide eli etti
>0V >0: f(B(z,9)) ¢ B(f(x),e).
Jokaisella n € Z+ valitse z,, € B(z,1/n) niin, ettd f(z,) € B(f(zn),¢). Téten z, — 1,

mutta f(z,) /4 f(z), joten (c) ei pade; siis (c)=(b) O

Todistus (b)=-(c)=(a)=(b). Oletetaan (b). Olkoon z,, — z. Ota ¢ > 0. Kohdan
(b) nojalla on olemassa 6 > 0 niin, ettd f(B(xz,0)) C B(f(x),e). On olemassa ns € N
siten, ettd z,, € B(zx,0), kun n > ns. Siten

n>ns; = f(z,) € f(B(z,0)) C B(f(x),¢),
joten f(z,) — f(x). Siis (b)=(c).
Oletetaan, ettei (a) pade, vaan
AV eV(f(x) VU eV(x): f(U) ¢ V.

Jokaisella n € Z* ota x,, € B(x,1/n) siten, ettd f(z,) ¢ V. Nyt z,, — z, mutta on
olemassa € > 0, jolle f(z,) & B(f(x),e) C V jokaisella n. Niinpa f(z,) /4 f(z), joten
(c) ei pade; siis (¢)=(a).

Oletetaan (a). Ota ¢ > 0. Télloin f(U) C B(f(x),¢) jollakin U € V(z). On olemassa
d > 0 niin, ettd B(x,d) C U, joten

f(B(z,0)) C f(U) € B(f(x),¢).
Siis (a)=(b) O



0. UIKOONn A 10pOologinen avaruus. Usolta, €ita U \A ) Ol algebra.

Todistus 1 (elegantti). Tieddmme, etté funktioiden f: X — C joukko F(X) muo-
dostaa algebran (luonnollisilla pisteittaisilld laskutoimituksilla). On osoitettava, ettd
C(X) € F(X) on alialgebra. Vakiofunktiot topologisten avaruuksien vililld ovat toki
aina jatkuvia, joten I = (z — 1) € C(X).

Lukija voi todistaa, ettd jatkuvien kuvauksien yhdistetty kuvaus on jatkuva. Ota A € C
ja f,g € C(X). Nyt A\f € C(X), se saadaan jatkuvien kuvausten yhdisteena:

A X 2P e

Vastaavasti f + g € C(X), silld kompleksilukujen yhteenlasku on jatkuva ja

T

Ftg: X wH(Mg(w)) CxC (a,ﬂ)_»—n>1+ﬂ C;

avaruudessa C x C kiytetdédn siis tulotopologiaa. Aivan vastaavasti todistetaan, etté
fg e C(X) d

Huomautus. Lukija voi helposti osoittaa, ettd jos f € C(X) ja 0 ¢ f(X), niin
1/f=(z f(z)™) € C(X).

Todistus 2 (raaka). Kuten todistuksessa 1, riittdd osoittaa, ettd C(X) C F(X) on
alialgebra. Vakiofunktio I = (z +— 1) € C(X). Olkoon = € X mielivaltainen. Ota A € C
ja f,g € C(X).

Jos A = 0, niin A\f = (x — 0) = 0 € C(X); oletetaan, ettd A # 0. Ota avoin V C C
siten, ettd Af(z) € V. Nyt A7'V = {\ v | v € V} C C on avoin; koska f(z) € A\"'V
ja f € C(X), on olemassa U € V(x) siten, ettd f(U) C A\!V. Néin ollen (Af)(U) C
ALV = V. Siispi Af € O(X).

Ota avoin V C C siten, ettd (f + g)(z) = f(z) + g(z) € V. Koska kompleksilukujen
yhteenlasku on jatkuva, on olemassa avoimet V;, V, C C siten, ettd f(z) € V}, g(z) € V,
jaVy+V, Cc V. Koska f,g € C(X), on olemassa Uy, U, € V(z) siten, ettd f(Us) C V;
ja g(U,) C V,. Nyt U :== U; N U, € V(z) ja

(f+9)U0) =W +9() € FU) +9(U) C f(U;) +9(Uy) CV;+V, CV.

yeU

Siispd f + g € C(X). Seikka fg € C(X) todistetaan aivan vastaavaan tapaan O



