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1. Lipschitz-Urysohn -lemma: Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja A, B C X joukkoja,
joille d(A, B) = ilnbf Bd(a, b) > 0. Osoita, ettd on olemassa Lipschitz-jatkuva funktio
ac S

I

f:X =R jolle0 < f <1, f(A) = {0} ja f(B) = {1}.

2. (a) Olkoon (X, d) metrinen avaruus, jolle diam(X) = sup d(z,y) < 2. Olkoon e ¢ X
T,yeX

ja Xt = X U{e}. Asetetaan d(x,e) = d(e,x) = 1 jokaisella z € X. Olkoon e € X+
avaruuden Xt kantapiste. Samaista Lip(X) ja Lipy(X ) isometrisesti.

(b) Olkoon (X, d) metrinen avaruus kantapisteelld e € X, diam(X) < oo. Osoita, ettd
kuvaus i = (f — f) : Lipy(X) — Lip(X) on jatkuva. Todista, ettéd jos d(z,e) =1
jokaisella x € X \ {e}, niin 7 on isometria.

3. Olkoon X metrinen avaruus. Todista seuraavat vaittamaét:

(a) Lip(X) ja Lipy(X) ovat Banach-avaruuksia (milld tahansa kantapisteelld).

(b) Jos diam(X) < oo, niin Lip(X) ja Lipy(X) ovat topologisia algebroja (tosin jil-
kimméinen ykkéseton).

4. Olkoon X metrinen avaruus kantapisteelld e € X, ¢ = (z — my.) : X = AE(X).

(a) Olkoon F' Banach-avaruus, f : X — F' Lipschitz-jatkuva ja f(e) = 0. Osoita, etti
on olemassa yksikésitteinen f € L(AE(X), F), jolle f = fou. Lisdksi ||f|| = L(f).

(b) Olkoon i : X — E on isometria Banach-avaruuteen E siten, ettd i(e) = 0.
Oletetaan, ettd jokaisella Banach-avaruudella F' ja jokaisella Lipschitz-jatkuvalla
f:X — F, jolle f(e) = 0, on olemassa yksikisitteinen f € L(E, F), jolle f = foi
ja ||f]l = L(f). Osoita, ettii E ja AE(X) ovat isometrisesti isomorfisia.

5. (Stone-Weierstrass -lauseen Lipschitz-analogian korollaari.) Olkoon X kompakti metri-
nen avaruus. Olkoon A C Lipy(X) involutiivinen ja heikko*-suljettu (ykkoseton) alial-
gebra. Olkoon (X 4,dx,) luennoilla mééritelty metrinen avaruus. Osoita, ettd algebra-
homomorfismi L, : Lipy(X 4) — Lipy(X) voidaan rajoittaa isometriseksi isomorfismiksi
Lipy(Xa) = Lr(Lipy(X.4)) = A.

6. Olkoon X kompakti metrinen avaruus. Olkoon J C Lipy(X) involutiivinen ja heikko*-
suljettu ideaali. Osoita, ettd J = Z(V (J)).
(Vinkki: osoita, ettd Vf € Z(V(J)) 3C < oo Va,y € X : |f(z)—f(y)| < Cdx, ([],[y]),
ja kiytd edellisen tehtévian tulosta — on tosin melko luultavaa, ettd J = Z(V(J))
voidaan todistaa (helpommin?) suoraan, vetoamatta edelliseen tehtaviin; yriti!)

Lisdtehtdvid. Olkoon X kompakti metrinen avaruus. Oletetaan, ettd J C Lipy(X) on
heikko*-suljettu ideaali. Todista, ettd J on involutiivinen.



