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Laskuharjoitus 4, viikko 7

1. Olkoon A Banach-algebra, z,y € A ja xy = yz. Osoita, ettd o(z +y) C o(z) + o(y) ja

o(zy) C o(z)o(y).
(Vinkki: miten kommutatiivisessa Banach-algebrassa alkion spektri ja algebran spekt-
ri liittyvatkién toisiinsa...?)

2. Olkoon.A:{f R—->C| f(z an ||f||:Z|fn|<oo}.Todista:

nEZ nEZ
(a) A on kommutatiivinen Banach-algebra.

(b) Jos f e A, Vz: f(xz)#0,niin 1/f € A.

3. Banach-algebran A radikaali Rad(A) on sen maksimaalisten ideaalien leikkaus (voidaan
osoittaa, ettd Rad(A) = {z € A | Vz € A: p(rz) = 0}). Osoita, ettd jos A on
kommutatiivinen, niin

a) Rad(A) = Ker(z — ), missd z — 7 on Gelfand-muunnos;

(
(

)
b) Rad(A) = {z € A| p(z) = 0};
(c) Nilpotentit alkiot kuuluvat radikaaliin. (Téssd kommutatiivisuutta ei tarvita.)
4. (a) Olkoon X &érellinen joukko. Millainen on funktioiden f : X — C Banach-algebran
F(X) Gelfand-muunnos?
(b) Millainen on matriisien ((O; g ) (missé a, 8 € C) Banach-algebran A Gelfand-
muunnos?
. : , L (1—a%)"
5. (Weierstrassin lauseen todistuksen viimeistely.) Olkoon k,(z) := kun

=) dt’
lz] <1 (ja kp(xz) =0, kun |z| > 1). Osoita, ettd

1
/ kn(z) dz =500 0,
5

kun 0 < 6 < 1.
6. Olkoon K kompakti Hausdorff-avaruus, ) # S C K ja olkoon J C C(K) ideaali.
Miaritellaan
Z(S):={feC(K)|VzeS: f(x)=0}, V(J)={zeK|Vfe J: f(x)=0}
Osoita, etta
(a
(b
(c
(d

Z(S) € C(K) on suljettu ideaali,
0 #
V(Z(S)) = S (vinkki: Urysohn),

)
)
)
) )) = J (vinkki: Stone-Weierstrass).

V(J) C K on suljettu joukko,
(8
(7
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