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Laskuharjoitus 2 (viikko 5 , 27 — 29.1.2004)

Versio to 22.1., pari ode-tehtévaa lisétty.
Tarkoitus: valmiiksi to 29.1. mennessi. (Tésmennetédén aikataulu ti).

1. Suorita pari ”Steepest descent-askelta kohdefunktiolle f(x) = 2(z? +x3)+
T172 — 5(71 + x2), kun alkupisteens on x¢ = [1, —2]7.
Kts. maple/harj2ohjeita.mws ja alla olevat ohjeet. (vrt. harj. 1, teht. 3).
Talla kertaa kaytetddn funktioita lausekkeiden sijasta.

Suorita ohjetytarkilla ehdotetut visualisoinnit.

2. Piirrd funktion f(x,y) = (4% +2y? +4xy+2y+1) korkeuskiyri- ja pin-
tapiirros. Piirrd myos gradienttikentta plots-pakkauksen fieldplot:lla.
Madritd fin kriittiset pisteet (gradientin 0-kohdat) sekd niiden luonne.
Voit kéyttédd linalg-pakkauksen funktioita grad ja hessian. Téssd ta-
pauksessa saattaa jopa solve osata, yleensd joudutaan turvautumaan
fsolve:een. Laske Hessen matriisin ominaisarvot Kkriittisissd pisteissa
ja péaattele "luonne”niiden avulla. Kéytd LinearAlgebra-pakkauksen
Eigenvalues tai Eigenvectors-komentoa. (Opiskele ..maple/LA.mws:44)

Sovella SD-menetelmii funktion f(z,y) = e(4a® + 2y + day + 2y +
1) jonkin minimin (tai maksimin) etsimiseksi ldhtemilld sopivan kaukaa
edelld saaduista.

Suorita samoja visualisointeja kuin edellisessé.

3. 7Hiihtéjan reittid”voidaan katsoa my0s approksimaationa reitille, jos-
sa kuljetaan joka hetki jyrkimmén laskeuman suuntaan. Jos reitti on
(x(t),y(t)), niin on oltava (2'(t),y'(t)) = =V f(z(t),y(t)) V¢, ts. funk-
tiot z(t) ja y(t) ovat diffyhtélosysteemin

x = fa:(may)
y' = fy(z,y)

ratkaisuja, ja reitti on systeemin trajektori.
Suorita latauskomento with(DEtools) ja piirrd DEplot-komennolla suun-
takenttd ja trajektoreita, erityisesti nyt aluksi se, joka alkaa harj. 1:n

. Opiskele L/odemaple.mws-tydarkin kohdat 1 ja 2 alakohtineen.

hiihtajatehtavian alkupisteestd. Mikéd on alkuperédinen hiihtdjan reitti dif-
fyhtdlomenetelméni ajateltuna?

Tee kuva myds Matlab-funktion pplane5 avulla. (Unix:ssa varo potens-
sia, grafiikkavalikot eivét salli vakéstd ndppaimistoltd, se on tehtidvi
leikkaus/liimaus- tyyliin tai sitten luettava ”.pps-tekstitiedostosta”.)

Huom! Matlab-tyokalu antaa paljon tarkemman tuloksen, koska Maplen
DEplot laskee varsin karkealla, kiintedn askelpituuden numeerisella me-
netelmélld. Maplessa on paitsi hyvin kehittynyt analyyttinen ratkaisi-
ja dsolve, myts hyvd numeerinen dsolve(...,numeric, method=..)
(useita menetelmié valittavissa). (Toki Matlab on tehokkaampi ja mo-
nipuolisempi numeerisella puolella.)

L (myds
odemaple.html olemassa).

Muodosta kohdissa 1.1-1.5 esitetyt 2 x 2 lineaaristen systeemien faasita-
sopiirrokset néilla vilineilla.

Tee sitten sama Matlabin pplane5:lla. (On suoraan TKK:lla polun var-
rella, muita ympérostdji varten haettavissa matlab-hakemistostamme. )

. Maarita systeemin

=x(l-z/2—y)
Yy =ylz—1-y/2)

kriittiset pisteet (KRP) ja linearisoi systeemi niissé. Piirré faasikuva sys-
teemisté ja erikseen kustakin linearisoidusta. Voit laittaa joukkoon myos
isokliineja.

Kéyta Jacobin matriisin muodostukseen linalg[jacobian]-funktiota.

Tassé riittda tehdé faasikuvat joko Maplella tai Matlabin pplane5:114.

Ohjeita

Jyrkimmin laskeuman menetelmi, ”"method of steepest descent”:

Etsitdén kohdefunktion f(z,y) (yleisemmin f(z1,...,2,) ) minimii eteneméilla
negatiivisen gradientin suuntaan. Harj. 1 teht. 3:ssa harjoiteltiin ”hiiht&jan reit-
tid”, joka on yksi versio asiasta. Siiné otettiin kiinted askelpituus h (prujussa
”timestep”).

Viittaamme L:1l5 kurssin luentohakemistoon ja H:lla harjoitushakemistoon



Askelpituuden méairaiminen suoritetaan perusSD-menetelméssi niin, ettd koh-
defunktio minimoidaan etsintisuunnalla.

Tyoarkilla H/harj2ohjeita.mws on ehdotelmia alkuuunpéésemiseksi.

Maééritellddn funktio ¢(t) = f(x, +tu), missé u on etsintdsuunnalla. (Nykypis-
teestd ldhtevilld, u:n suuntaisella (puoli)suoralla) Médratdan ¢:n minimi talla
suunnalla, ohjetyGarkin tapauksessa se on helppoa.

Kriittisten pisteiden (gradientin 0-kohtien) luokittelu

Téssé peruskurssi 2:n kertausta:

Kriittinen piste (KRP) p: V f(p) = 0.
Kriittisen pisteen laatu selvidé (jos selvid&) Hessen matriisin Hy(p) definiitti-
syydesté seuraavasti:

Lause Olkoon f : R™ — R 2 kertaa jatkuvasti derivoituva KRP:ssd p. Olkoon
H = Hy(p) Hessen matriisi pisteessé p, ja olkoot A1, ...\, H:n ominaisarvot.

a) Jos A; > 0,4 =1...n, niin KRP p on minimi.

b) Jos A; < 0,i =1...n, niin KRP p on maksimi.

c) Jos jokin A; > 0 ja jokin A; < 0, niin KRP p on satulapiste (siis ei &4riarvo).
d) Jos kaikki ominaisarvot ovat samanmerkkiset ja jokin on = 0, niin ”testi
pettaa”.

(
(
(
(

Dys:n linearisointi ja (KRP):t = (TP):t

Diffyhtélosysteemin linearisointi tapahtuu laskemalla ensin kriittiset pisteet
(KRP), eli oikean puolen 0-kohdat. (Kéytetdin my6s nimitystd tasapainopiste
(TP).) Jos po on KRP, niin linearisoidun systeemin (KRP siirretdéin O:oon)
matriisi on diff.yhtdlén méérittelevin (vektoriarvoisen) funktion f Jacobin mat-

riisi (%jfi (Y1, ---Yn))i,; Disteessd po.



