Teknillinen korkeakoulu
Mat-5.187 Epilineaarisen elementtimenetelmin perusteet (Mikkola/Ardli)
9. harjoituksen ratkaisut

Teht. 1
Lien derivaatta on (Box 5.17)

D *
Lofs) = 6u(507(4), 1)
missé kineettisen tensorin siirto ¢. ja palautus ¢* on médritelty (Box 5.16)
¢u(0)=F-(o)-F" ja  ¢*(e)=F ' (e)-F . (2)

Kirchhoffin jannityksen hydrostaattinen ja deviatorinen osa ovat

1
rhvd = gtr(T)I ja TV =7 phvd, (3)

Hydrostaattisen osan Lien derivaataksi saadaan edelld esitettyjd méaéritelmid kiyttien

D *
‘Cv(Thyd) = ¢*(§¢ (Thyd))
D
- F= F—l hde—T FT
o (F T )
= F(F'WIFT 4 plaVIpT L prisvdp-T)FT (4)
Kayttamalla tuloksia
F'F=1 = F!l=_F¥F! & ¥FT=_FTflpT7T (5)
saadaan edelleen
£v (Thyd) — F(F—lThde—T + F—17-_hde—T + F—lThde—T)FT
= F(-F'FFIvip-T p prlgvdp-T _prlpydp-TpTp-T) g7
— _FF—l_’_hyd + 7~_hyd _ Thde—TFT ) (6)

Ottamalla huomioon nopeus- ja muodonmuutosgradientin vilinen yhteys (3.3.18)
L=FF! & LT =F T¥T (7)
saadaan Kirchhoffin jannityksen hydrostaattisen osan Lien derivaataksi
£o(75) = #7  LrhvdILT = L ()T () (L4 LT)), (8)
Kirchhoffin jannityksen deviatorisen osan Lien derivaataksi saadaan
Ev(TdeV> =Ly(T - Thyd) =Ly(7) - Lv(‘rhyd)v 9)

josta edellé laskettua hydrostaattisen osan derivaattaa seké oppikirjassa johdettua yhteytté (5.10.5)
L,(T) =+ — LT — 7L7 hyviksi kiiyttimalld saadaan

L,(r%) =+ —Lr —7LT — é(tr(%)l —tr(r)(L+L7)). (10)



Teht. 2
Kirjoittamalla 2. kertalukua olevat jannitystensori ja plastinen venyméanopeustensori Voightin no-
taatiota kiyttden vektoreina saadaan plastisen dissipaation maksimiperiaate kirjoitettua

{(6 —o")}-{D"} >0, (11)

missd siis nyt jannitykset ja plastinen venyménopeus ovat vektoreita kuusidimensioisessa ava-
ruudessa. Oletetaan myotdpinnan olevan siled, jolloin sen jokaisessa pisteessd on olemassa hyvin
médritelty tangenttitaso ja ulkonormaali. Kuvan (1a) mukaan, jos yhtilo (11) on voimassa kaikilla
my6topinnan sisdlld olevilla pistelld o*, on DP oltava ulospdin suunnatun normaalin suuntainen
(normaalisuussdinté). Kuvan (1b) mukaisesti, jos on olemassa piste o*, joka on tangenttitason
ulkopuolella, ei yhtélo toteudu. Toisin sanoin koko elastisen alueen on oltava samalla puolella tan-
genttitasoa ja my6topinta on niin ollen konveksi.

Kuva 1: Myo6topinnan ominaisuuksia assosiatiivista myotosaantod kiytettdessi: (a) normaalisuus
ja (b) konveksisuus.

Teht. 3
Kohta (a): Johdetaan ensin hy6dylliset aputulokset
dev 1 1
I:1 = I:(I—§I®I)=I—§tr(I)I:O, (12)
dev, gdev 1 1 1 1 1 dev
I°°: 1 = (I—§I®I):(I—§I®I):I—§I®I—§I®I+§tr(I)I®I=I . (13)

Tensorin C~! laskemiseksi valitaan intuitiota kiiyttden yrite C™! = ;I ® I + oI dev, missé ¢ ja
co ovat toistaiseksi tuntemattomia vakioita. Talloin saadaan

cl:c (I @I+ coI?) : (KT @14 2ul%)
KeI@L:I@I+2uciI@T1: 19 4+ Keol9 - 1@ T+ 2ueo I : 19V

3K I T+ 2uco 1Y

2ucs

1
= 3K I®I+2uc(I— §I®I) =2uceIl 4+ (3Kc¢y — NI (14)

Kiytamalld neljinnen kertaluvun kiinteistensorin ominaisuutta C~' : C = I saadaan yht#lépari

2pcr =1 -t
{ 3Key —2pcs/3 =0 TOAT R 2T g (15)
jolloin tensoriksi C~! saadaan
1 1
c'= gplel+ ﬂIdev. (16)



Kohta (b): Jotta tehtdvipaperissa annettu lauseke pétisi, tulisi olla

N _ N 2ua
C—2ubl): (C ' +al)=1 b= . 1
(C—2pb0): (C7 ) = T, T (17)
Kirjoittamalla kaksoispistetulo auki saadaan
(C—2ubl): (C ' 4al) = C:C '4aC:T—2ubl:C™" —2pabl : I
= I+aC:I—2ubl:C™ ' —2uabl. (18)
Edelld on kiytetty yhteytta o R
I:1=T1:(I""-hon)=1, (19)

joka saadaan projektiotensorin I = IV~ i ®f ominaisuuksia (5.9.21)! kiiyttimilli. Lausekkeiden
(17) ja (18) yhtdsuuruusehdon perusteella tulee olla

aC : I —2ubl : C™' — 2uabl = 0. (20)

Sijoittamalla tdhin isotrooppinen elastisuustensori ja edellisesséi tehtéiviissi laskettu kéiinteisten-
sorin lauseke saadaan

. | 1 ;
a(KT@T+2ul%) : T —2ubl : (=1 @1+ —I%) — 2uabl

0 =
9K 20
~ 1 » ~ ~
= a-2ul —2ub- 2—1 —2pabl = (2ua — b — 2uab)I. (21)
I
Tulisi siis olla voimassa
2ua — b —2uab = 0. (22)
Sijoittamalla tdhin b saadaan
2 2 2 4pa® — 2ua — 4pa?
2ua — pa 2ua pa_ _ Zpat pa pa—2Ha (23)
14+ 2ua 14 2pa 14 2pa
Niin ollen osoitetiin patevéksi tulos
N - 2
(C'tal)' =C—2ul, b Fa (24)

:1—1—2,ua'

Teht. 4

Kohta (a): Oppikirjaan (Box 5.6) on kerétty Jo-teorian yhtlot isotrooppisen lujittumisen tapauk-
sessa. Pienten venymien tapauksessa ei eri jannitysmitoilla ole eroa ja venymé&nopeustensori D
korvataan pienten venymien venyménopeudella €. My6tosuunnaksi saadaan

3 3
r= %o_dev7 F = (§o_dev . o_dev)l/2 (25)
Téstéa saadaan derivoimalla,
or 3/ 4o O 1 1 9gdev
o= — = = v _—). 2
r oo 2 (U ® Jo o Oo ) (26)
Suluissa olevista osittaisderivaattatermeistd saadaan
Ioloamts 1/3 4 dev\ 7372 3 0 , 4 d 3 d d
— _-(=Z ev. ev i ev. evy — __ Y .9 ev _ _ Y ev 2
oo 2 (20 7 ) 2 0o (U 7 ) 453 7 2530 » (27)
aa.dev o
- Idev . — Idev ) 9
oo 80'( o) (28)

lf:a=01:1=0,F:1dv =17



Sijoittamalla tulokset saadaan

3 3 dev dev 1 dev
' = 5(—726_30' X o +gI )
1
_ iIdev - = (igdev ® ia,dev)
20 o \20 20
1
_ iIdev —Zr®r
20 o
3 dev ~ AN 3 -
= %(I n®n)f26I, (29)

missi I on ns. projektiotensori. Edelld saatu lopputulos on annettu ilman johtoa oppikirjan yhtlois-
sé (5.9.20).

Kohta (b): Kerdtdsn muutamia tarvittavia yhtélsita (Box 5.6):

2
fo’ =r, hq = Oa n= \/;I‘. (30)

Oppikirjassa johdettu algoritmisen modulin lauseke on

= C: »:C
Calg — (C _ ( _ I‘) ® (f ) )7 (31)
fo:C:ir+fq-Y:-h
missé (5.9.37) N
C=(C'+ANy)Y,  Y=(-I+ANny) " (32)
Témén tehtdvin kohdan (a) perusteella saadaan
~ 3AN . N
C=(C1'+ ?1)*1 =(C ' +al), (33)
josta tehtdvin 3 tulosta hyddyntien saadaan edelleen
C=C—2ubl. (34)
Keskimmaistd yhtéloista (30) kiyttden saadaan Y = —I. Projektiotensorin ominaisuuksia ja vii-

meistéd yhtdloistd (30) kiyttden saadaan tulos C:r=C:r. Sijoittamalla nyt saadut tulokset al-
goritmisen modulin lausekkeeseen saadaan

s (C:r)e(r:C) -
Cle=C-2 bI—(— =C —2ubl.
% r:C:r—fq-h) % (35)
Harjoituskierroksella 7 tehtdvissé 4 saatiin tulos
C? = KI®I+2u(I' —yA ®h). (36)

Tata kiyttden voidaan algoritmisen modulin lauseke kirjoittaa

CMs = KI®I+2u(I% —~yh®n) —2ubl
= KI®I+2u(I* —vya®n) - 2ub(I' — A ®h)
= KI®T+42u(1—b)I% —2u(y—bhon. (37)

Ottamalla kiyttoon lyhennysmerkinnit
ﬁ:l—b, 7}/:’}/—17 (38)
saadaan algoritmisen modulin lopulliseksi lausekkeeksi

C*8 = KI® 1+ 2uBI% — 274 © . (39)



