Teknillinen korkeakoulu
Mat-5.187 Epilineaarisen elementtimenetelmin perusteet (Mikkola/Ardli)
7. harjoituksen ratkaisut

Teht. 1
Cauchyn jannityksen Truesdellin aikaderivaatta on (B3.5.2)

oVT =6 4+ div(v)o — Lo — LT, (1)
josta saadaan

=07 —div(v)o + Lo + oL”. (2)

Yksiaksiaalisessa jannitystilassa jannityksen vaikuttaessa suunnassa x; on ainoa nollasta eroa-

va jannityskomponentti 011 ja venyminopeustensorin mahdolliset nollasta eroavat komponentit

ovat D11, Dos ja Dsg, jolloin saadaan myos yhteys L = D. Kayttamalld konstitutiivista yhteytta
oV7= C°7: D saadaan yhtilosti (2)

o = CflTllDu + CfnggDQQ + CflggDs?, + Dyyo11 +011D11 — o11trD, (3)
b9 = C9 D11+ C9hoDoy + CEs D33 =0, (4)
033 = CgsTnDu + CgsTszz + C§£3D33 =0. (5)

Kaksi viimeistd yhtilééd on kirjoitettu jannitystilan yksiaksiaalisuuden perusteella nollaksi. Poikit-
taisen isotropian tapauksessa on tangenttimodulien vililli yhteydet C{hs = O7h, ja Chy = Cks.
Sijoittamalla poikittainen isotropia kahteen viimeiseen yht#loon saadaan niisté

C35 D11 = —C8pa Doy — C3333 D, (6)
02211D11 = C’2222D22 - 052T33D337 (7)
joista saadaan ratkaistua
02211

Doy = Dss ja Dyy = — Dy = —0Dq;. (8)

T

C8o + CS55
Edella on otettu kiyttoon lyhennysmerkintd 2. Venyménopeustensorin trace on tissé tapauksessa
trD = D11 + Dag + D33 = (1 — 20) D11 (9)

Sijoittamalla tulokset (8) ja (9) yhtdloon (3) saadaan

o1 = O Dyy + C¥5aDas + 61133D33 + D101 + 011 D11 — opitrD (10)
(01111 D(Chs + Cias) + 2011 — o1 (1 — 20)) D1y (11)
= (C7f, — 20075, + 011 (1 +20)) D1y = E° Dyy. (12)

Cauchyn jannityksen Jaumannin derivaatta on (B3.5.1)
oV =6 -Wo —aoW7, (13)
Koska nyt W = 0 saadaan oV’ = ¢ ja
J = E°?Dy, = E°Dy;, = O, — 2007, + a1 (1 + 20). (14)
Yhtélosta (1) saadaan

(01111 2ﬁ0f1€2)D117 01111 2VC1122 (15)



Teht. 2
Kimmoplastinen tangenttimoduli on (B5.7.7)

(Cy/ :r)e(f=:CY)

CTJ:CTJ_ .
@ —fehtfsiartfn:Cr

(16)
Elastisuustensori on
Cl/ =XNI®I+2ul, (17)

missé I on neljinnen kertaluvun yksikkotensoril. Mydtdsuunta r ja von Mises jinnitys & lausuttuna
tensorin 3 (over stress) deviaatio-osan avulla ovat (B5.7.1)

1/2
LR (gzdevz zd“) . (18)

Ratkaisemalla ensimméisesti £V ja sijoittamalla se jéilkimméaiseen saadaan r : r = 3/2. Titéi
tulosta ja tensorin r deviatorisuutta (trr = 0) hyddyntdmailld saadaan

C/:r=r:Cj/=2ur ja r:C}:r=2ur:r=3pu. (19)
My6tosadnon (B5.7.3) mukaan
af _ 3 dev __

Sijoittamalla edelld esitetyt tulokset kimmoplastisen tangenttimodulin lausekkeesseen, saadaan

(2ur) © (2p)

C’ = NIQI+2ul —
O T 32+ 3u
(2pr) ® (2pr)

= NI@I42ul — 22200

@l 2u H+r 4+ 3u

, 2u ror
= MNlol42u(l-=

M= BT T ) G

= MNIQI+2u(I —ya®n). (21)

Kimmoplastiselle tangenttimodulille saatiin siis pyydetty lauseke
C™ = X\I®T1+ 2ul — 2uyh ® h, (22)

missd on kiytetty lyhennysmerkintoja

;3K _ 1 .2
YT T R B “_\/;r' (23)

Elastisuustensori lausuttuna pallo- ja deviaatio-osan avulla on

1
Cl/ = KI@I+42ul*, 1% =1- sIel (24)

missd K = A\° + 2u/3. Néitd kilyttden voidaan kimmoplastinen tangenttimoduli kirjoittaa myos

muodossa
C™ = KI® T+ 2u(I%* — 2uyh @ f). (25)

I Kaikilla toisen kertalvun tensoreilla A pitee I: A=A :T = A.



Teht. 3
Indeksinotaatiota kiyttden saadaan

(A®B):C = (4;je;®e; ® Byey,®ep): Cpnen®e,

(AijBriei®ej ® e, ®e)) : Crnen® e,
AijBriCrmnkmome; @ e;

= A;jBuCre; ®e; = (B:C)A. (26)

Saatiin siis pyydetty vhteys
(A®B):C=(B:C)A. (27)

E‘ier}jlct)i't;caan venyménopeus elastisen ja plastisen venyménopeuden summana (B5.10.1)
E=¢e"+é. (28)
Konstitutiivinen yhteys on (B5.10.2)
6=C:&=C:(e—¢&). (29)

My6tosadntod (plastic flow rule) ja sisimuuttujien evoluutioyhtalo ovat (B5.10.3)
e’ = Ar(o,q) ja q = Ah. (30)

Myo6toehto (yield condition) on (B5.10.4)

f(e,q) =0. (31)
Konsistenssichdosta? f = 0 saadaan
. 0 . Of . . .
f:£:0+af£'q:fa:0+fq'q:0~ (32)

Sijoittamalla tdhan konstitutiivinen yhteys ja evoluutioyhtilé saadaan
fo:(C:€) 4 fq-Ah=f,:(C:é—C:&)+ fq-Ah=0. (33)

Kayttamalld myotosdantdsd saadaan edelleen

fo:(C:eé—C:Ar)+ fq - Ah=0. (34)
Té&sté saadaan .
Mfg-h—fs:Cir)=—f5:C:€, (35)
josta saadaan ratkaistuksi
. o C:é
A J € (36)

 —fq-h+fs:Cir’
Kayttamalla konstitutiivisessa yhteydessd myotosaantod ja sijoittamalla edelld saatu \ saadaan

e Py e ey s (fo : C:é€) )
6=C:(e—&)=C:(e—Ar)=C:¢ ffq'thfa:C:rC'r' (37)

Soveltamalla viimeiseen termiin tehtévin (3) yhteyttd (B : C)A = (A ® B) : C saadaan

B c A
—~ AN N
(fe:C: € )(C:r) (C:r)®(fo:C):€ (38)
—fq-h+fs:C:ivr  —fq-h+fs:C:ir ’

2 Jannitys pysyy myGtopinnalla plastisen muodonmuutoksen tapahtuessa.



Néin ollen voidaan konstitutiivinen yhteys kirjoittaa muodossa

(C:r)®(fs: C)
—fq-h+fs:C:r

o= (C- ):e=CP:¢ (39)

ja kimmoplastinen tangenttimoduli on

(C:r)®(fs : C)

QP = C — . 40
—fq-h+fs:C:r (40)
Tehtavassad pyydettiin vield tarkastelemaan tapausta
0
C=KI®I+2ul%, r= —f, (41)
Jo

f=7—0y(€), 7= \/gadeV: odev (42)

My6tosaantds derivoimalla saadaan

0 1 3 3
. 870-(0_dev: o_dev) _ 2. 20_dev _ = o_dev. (43)

8 3 dev, dev 1/2_1
(" i ) ~ 2 2 %

"7 00 \2 T2

N W

Edella on kiytetty yleiselld toisen kertaluvun tensorilla A voimassa olevaa tulosta

aiA (Adev . Adev) — 2Adev’ (44)
joka on pienelld vaivalla johdettavissa suunnatun derivaatan médritelméd kiyttéen. Sisémuuttu-
jana mallissa on ainoastaan kokonaisvenymé €, joten q = ¢1 = €, josta edelleen ¢; = €= A\
Evoluutioyhtaléstd ¢ = A\h < ¢1 = Ahy saadaan hy = 1. My6toehdon derivaataksi sisdimuuttujien
suhteen saadaan

_of _of _

- 0q 0
missi H = H(€) on yksiaksiaalinen plastinen moduli®. Sijoittamalla nyt kimmoplastisen modulin

lausekkeeseen yhteydet f, = r, —fq-h = H ja ottamalla huomioon C : r = r : C = 2ur ja
r: C:r = 3u saadaan

-

fa ; (45)

(C:r)®(fs : C)

C? = C-
—fq-h+fs:C:r
2ur @ 2ur
= KIQI+42uldv - ="
@1+ 2p H+3u
2u 1
= KIQI+4+2u(I* - — — _ ror
I = T a G
= KI®I+2u(I' —ya®n), (46)

missé on kiytetty merkintdja

1 . R 2
TSI H/G " n:\/;r' o

30ppikirja 5.242, kuva 5.9



