Teknillinen korkeakoulu
Mat-5.187 Epilineaarisen elementtimenetelmin perusteet (Mikkola/Ardli)
6. harjoituksen ratkaisut

Teht. 1
Piolan Kirchhoffin toinen jinnitys saadaan venyméenergiaa derivoimalla (5.4.35)
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Isotroppisen materiaalin venymé&energia voidaan lausua Cauchyn-Greenin muodonmuutostensorin
C pédinvarianttien avulla. Soveltamalla tdmén jéilkeen derivoinnin ketjusidintod saadaan
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Invarianttien derivaattojen laskemiseksi tarkastellaan yleisen kd&ntyvin ja derivoituvan toisen ker-
taluvun tensorin A invarianttien derivaattoja. Ensimmadisen invariantin [; = trA suunnatuksi
derivaataksi saadaan

DI (A)[U] = %tr(A + eU)|E:0 =trU=1:1, (3)

joten ensimmadisen invariantin osittaisderivaataksi saadaan

on
oA=L (4)

Toisen invariantin Iy = $((trA)? — tr(A?)) suunnatuksi derivaataksi saadaan

PR = o5 ((ra+ ) —u(a+wP)].,
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= —(2tr(A)tr(U) — 2tr(AU))
= tr(A)I: U—-AT: U= (tr(A)I- AT): U, (5)
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joten toisen invariantin osittaisderivaataksi saadaan
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=tr(A)I-A" =LTI-A".

By r(A) 1 (6)
Kolmannen invariantin /3 = det A suunnatuksi derivaataksi saatiin harjoituksen 4 tehtavissé 1

DI3(A)[U] = % det(A + eU)| , = det(A)A™T . U, (7)
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joten kolmannen invariantin osittaisderivaataksi saadaan
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Sijoittamalla invarianttien derivaatat PK2 jinnityksen lausekkeeseen (2) saadaan
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Ottamalla huomioon tensorin C symmetria ja ryhmittelemalld termejd pdddytddn pyydettyyn
tulokseen
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Teht. 2
Osoitetaan ensin tensoreiden B = FF? ja C = FTF paiinvarianttien olevan samat. Tité varten
johdetaan seuraavat tulokset

tr(B) = tr(FF") = tr(FTF) = tr(C), (11)
tr(B?) = tr(FFTFFT) = tr(FTFF'F) = tr(C?), (12)
det B = det(FFT) = J? = det C. (13)

Edelli esitetyn perusteella saadaan
I(B) = 11(C), Ix(B)=1y(C), I3(B)=1I5C). (14)

Ottamalla huomioon Cauchyn ja PK2 jannityksen vilinen yhteys (Box 3.2) o = J1FSFT saadaan
tehtévissd 1 johdetusta lausekkeesta
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Pasdyttiin siis pyydettyyn tulokseen
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Teht. 3
Neo-Hookelaisen aineen venyméenergia on (5.4.54)
1 ) 1
P(C) = 5)\0(111 J)—polnJ + §uo(trC —3). (20)
Invarianttien avulla lausuttuna tdmé saa muodon
1 1
G, I, Is) = 5 ho(In(V/ 1)) — o n(/Ts) + S o (11 = 3). (21)
Venymaéenergian derivaatoiksi invarianttien suhteen saadaan
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Kayttdmalld edelld laskettuja derivaattoja, tehtévissa 2 saatua tulosta I;(C) = I;(B), (i =1,2,3)
ja tehtdvissd 2 johdettua Cauchyn jannityksen lauseketta saadaan
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Muodonmuutosgradientti on tarkasteltavassa tapauksessa muotoa F = al, jolloin saadaan tulokset
J=detF=a%  B=FF" =L (24)

Sijoittamalla ndm& Cauchyn jannityksen lausekkeeseen saadaan

A
o = J (oo 4+ AoInJ — po)T = (?(J?/3 ~1+ S )L (25)

Tamé voidaan kirjoittaa muotoon

A
oc=pl, missi p= %(ﬂ/3 ~1+ S (26)
Teht. 4
Cauchyn jannityksen Truesdellin aikaderivaatta on (B3.5.2)
oV?T =6 +div(v)e — Lo — oLT. (27)

Derivoimalla PK2 jannityksen ja Cauchyn jinnityksen vilinen yhteys (Box 3.2) ajan suhteen
saadaan

. D . . .
S = ﬁ(JF—laF—T) =JF 'oF T+ JFloF T 4+ JF '6F T+ JF laF 7.  (28)

Derivoimalla lauseke F~'F = I puolittain ajan suhteen saadaan
F'F+F'¥F=0 & F'!=_FIFF! (29)

Kayttamailld lisdksi yhteyksia . )
L=FF ' J = Jdivv. (30)
saadaan 2. Piolan-Kirchhoffin jinnityksen materiaaliseksi aikaderivaataksi
S = JFloF T+ JF eF T+ JF 16F T + JF loF 7
= J(div(v)F 'eF T —F 'LeF T+ F '6F T —F laLTF )
= JF !(div(v)o —Lo +¢6 —oLT)F 7
= JF Y6 +div(v)e — Lo — oLT)F~ T, (31)
Saadaan siis yhteys .
S=JF 1aVIF T, (32)

Greenin-Lagrangen venymiitensorin materiaalisen aikaderivaatan ja venyménopeustensorin valillli
on yhteys (3.3.21) '
E = F'DF (33)

Tehtavissd annettu konstitutiivinen yhteys S = C5F . E voidaan niin ollen kirjoittaa

JF 1eVTF-T = C% . (FTDF), (34)



josta edelleen
oV7 = J7'F(C*F . (F'DF))F”.

Tamén jatkokehittely on helpointa tehdd komponenttimuodossa, jolloin saadaan
on? = J ' FupFigCRE rsFrrFosDin.
Kimmoisuustensorin komponentille saadaan néin ollen lauseke
Climn = J " FrpFiQCRErs FnrFus
ja kimmoisuustensori on

c°7 = J_lePEQngRSFmRFnS e Qe Re, Ke,.



