Teknillinen korkeakoulu
Mat-5.187 Epilineaarisen elementtimenetelmin perusteet (Mikkola/Ardli)
5. harjoituksen ratkaisut

Teht. 1
Annettua liikettd z = X + Y, y =Y derivoimalla saadaan muodonmuutosgradientiksi

1t
r=o 1] M)
Greenin-Lagrangen venymaétensoriksi saadaan

1

E=-
2

(FTFI);H tﬁ} (2)

Venymiakomponentit Fq2 ja Foo ajan funktiona on esitetty kuvassa 1. Venymikomponentti Foo
kasvaa voimakkaasti ajan kuluessa, koska kappaleen ylapinta pysyy vakio korkeudella ja nidin ollen
alunperin pystysuuntainen sivu joutuu kallistuessaan venymé&in.
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Kuva 1: Venymékomponentit E15 ja E22 ajan funktiona.

Kimmomatriisiksi tasovenymaétilassa on kirjassa annettu

A+2u A 0
[Canl = A A+ 0, 3)
0 0 o

jota kayttiden saadaan jannityksiksi

Sll )\ + Qu A O E11
SQQ = A A + 2[14 0 E22 (4)
512 0 0 M Eis
Jannityskomponenteiksi saadaan siis
1
Si11 = (/\+2;L)E11 + AEoo = 5)\t2,
1
Saa = AE11+ (A+2u)Eq = 5()\ +2u) 2, (5)
1
Si12 = pkip= oM t.



Teht. 2
FElementin solmupisteiden materiaalikoordinaatit ovat

1) s3] w1

Elementin solmupisteiden spatiaalikoordinaateiksi x ajanhetkelld ¢ = 1 saatiin harjoituksessa kolme

w3} m-{i) - {1}

Lineaarisen kolmioelementin muotofunktiot ovat alakoordinaatit, eli N = [§; & &3]. Ala- ja
materiaalikoordinaattien vélinen yhteys on (E4.1.7)

&1 1 Yoz X3 XoVz — X3Y, X
§ = A Y3 X3 X371 —XiYs Y >, (8)
&3 01 Yia Xo1 XiYe — XoY; 1

missé on merkitty X;; = X7 — X ja Yy =Y, =Y. Lisdksi 245 = X32Y12 — X12Y32 on elementin
alkuperdinen pinta-ala kaksinkertaisena. Y14 esitetystd saadaan muotofunktioden derivaatoiksi
materiaalikoordinaattien suhteen

ON 1 Yos Y Ym} 1{—110}

Dtah _ = 9
OX  2Ap | X322 X3 Xop 21 -2 0 2 9)

Sijoittamalla muodonmuutosgradientin lausekkeseen muotofunktioiden avulla lausutut spatiaali-

koordinaatit saadaan
Ox;  dxINT  [ON!

=1 )
0X; 0X; ' 0X;
Kayttamalld nyt edelld laskettuja muotofunktioiden derivaattoja (9) sekéi solmujen materiaaliko-
ordinaatteja (7) saadaan muodonmuutosgradientin komponenteiksi

Fij = (10)

ONT 1 1
F11 = x{ai)(l:m(xl}/gg+fﬂ2Y31+m3Y12):§(0(71)4’21+1O):1,
IaNI 1 1 2 3 1
F12 = .’1’187)(2:%(3' X32+I X13+$ X21)=§(O(—2)+20—|—12)=1, (].].)
ON! 1 1
Iy = xgain:m(yl}33+y2Y31+y3Y12)=5(0'(—1)+1~1+1-0)=1/2,
ONT 1 1
Fry = méai)ﬁ:m(y1X32+y2X13+y3X21)25(0'(—2)+1~0+1~2)=1.

Muodonmuutosgradientiksi saadaan siis

F:[I}Z H (12)

Todetaan, ettd on paddytty samaan tulokseen kuin annettua liikettd derivoimalla harjoituskier-
roksella kolme.

Tehtdviin kohdassa (b) pyydettiin laskemaan elementin sisdiset voimat Piolan-Kirchoffin toisen
jannitynsorin ollessa muotoa
S{Su 0]. (13)
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Lasketaan ensin muutamia aputuloksia. Muotofunktioiden derivaatoiksi nykytilan koordinaattien
suhteen saadaan (E4.1.5)

ON 1 Y23 Y31 y12]:{ 0 1 —1} (14)

87x_ﬂ Tr32 T13 T21 -1 -1 2

Cauchyn jannityksen o ja PK2 jannityksen S vélinen yhteys on (Box 3.2)
o= J 'FSF’. (15)

Kayttamalla edella laskettua muodonmuutosgradienttia ja lausekkeen (13) mukaista PK2 jinni-
tystid saadaan Cauchyn jannitystensoriksi

a:snﬁ 1}2] (16)

Sisdiset voimat saadaan péaivittettyd Lagrangen formulaatiota kiytettiessd laskettua oppikirjan
lausekkeesta (B4.3.2)

, ONy
int [ L5 dQ.
(74 o aiCj 0j (17)

Sisdiset voimat saadaan nyt sijoittamalla lausekkeeseen (17) yhteydet (14) ja (16). Kdyd&in lasken-
ta yksityiskohtaisesti 1dpi solmun I = 1 osalta.

. 1
suunta x (1 = 1): = / ——(y23011 + 32091)dQ = —/ S11d€, (18)
024 Q
. ; 1 1
suunta y (i = 2): 5 = / — (Y23012 + T32092) dQ = —*/ S11dQ. (19)
q 24 2 Jq
Samaan tapaan saadaan solmuja 2 ja 3 vastaaviksi sisdisten voimien vektoreiksi

; 1 2 . in 0

Jannityksen ja elementin paksuuden a olessa vakioita elementin alueella voidaan integrointi ele-
mentin yli suorittaa yksinkertaisesti kertomalla integrandi elementin nykytilan tilavuudella. Nyt
on elementin nykytilan pinta-ala A = 1/2, jolloin siséisiksi voimiksi saadaan

in Sua | 2 it O1a | 2 in 0
flt:_4 {1}a f2t: 4 {1}7 f3t:{0} (21)

Sisdiset voimat voidaan laskea my0s pelkistdin referenssitilan suureita kiyttden. Tamén kokonais
Lagrangen formulaation mukainen lauseke sisdisille voimille on

; ONy
int

= —— P;; dQp. 22

i % ) Xj Ji 0 ( )
Sijoittamalla tihén 1. ja 2. Piolan-Kirchoffin jinnityksen viiilinen yhteys yhteys P = SFZ ja muoto-
funktioiden derivaatat referenssitilan koordinaattien suhteen (9) paddytiin samaan tulokseen kuin
paivitettyd Lagrangen formulaatiota kiytettiessi.

Teht. 3
Litkem&iriyhtilosta (3.5.33) saadaan staattisen tilan tasapainoyhtild kirjoittamalla aikaderivaat-
tatermi nollaksi. Niin saadaan tasapainoyhtiloksi tilavuusvoimien b ollessa nollia

_ 00ji

= o, e; =0. (23)
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Annetusta jannityksen P¢ = JgF - o lausekkeesta saadaan Cauchyn jannitykseksi
o= ngFg -Pg & Oji = J_lekPki e; ® e, (24)

jossa on indeksinotaatiota kiiytettiessa jatetty kirjoitusasun selkiyttdmiseksi indeksi ¢ kirjoitta-
matta. Sijoittamalla tdmé tasapainoyhtdloon saadaan

8aji 8 1 8 1 1 (9]DkZ
i = 72— (J T FjpPri)e; = 57— (J " Fjp)Priei +J " Fjy i 2
an e 53:]( Jjk4k )e ax]( Jk) ki € + axj e ( 5)
Kayttdmalld tuloksia (3.6.11)
0 ox;
—(J ' F) =0 j B =2 26
8.13J ( Jk) Ja Jjk 8£k ( )
saadaan tasapainoyhtlosta
6aji 1 oz ; OP;W _ 6P]“‘ -1
i=J 7 e =J i =J; Ve -Pe=0. 27
0x; © 96, Oz © g, C1T e verTe 27
Té&std saadaan tasapainoyhtéloksi kantaelementtialueessa
Ve -Pe=0. (28)
Nykytilassa on alueen reunalla I'; annettu ehto
n-o=t =4 n;joj; = t; . (29)

Kertomalla tdmé nykytilan reuna-alkion pituudella dI', sijoittamalla yhteys (24) ja kdyttdmalla
tdmén jalkeen Nansonin kaavaa (ndl' = Jg nog - Ff_lng) saadaan

njojdl = Jn§F, ' J " Fjp Py dl (30)
= n”Fm FkPkL de (31)
= 180 P dTe (32)
= nS P dle. (33)
Koska t dI' = t¢ dI'¢ saadaan reunaehdoksi
Nog - P§ = tog . (34)

Heikon muodon johtamiseksi edetddn tavanomaiseen tapaan. Kerrotaan tasapainoyhtils testifunk-
tiolla, jolloin saadaan

ou - (V§ . Pg) dQ§ =0. (35)
Q¢
Indeksinotaatiota kiyttden tdmé on
0Pj; Adu;
du;—2 dQe = ou; Py;) dQ — P;; dQe. 36
o0& o, 85]( T o, 0g T )
Integroimalla yht&lon oikean puolen ensimmaéinen termi saadaan
8
Q¢ 55 Pe int
Tasapainotehtdvin heikoksi muodoksi saadaan siis
Odu;
8§ ]DJz dQ§ §uianj7; de — . ou; [[anji]] dF§ =0 Vou €U. (38)
Qe ¥SI D¢ int



Ensimmainen termi edustaa sisdisid voimia, toinen termi ulkoisia voimia ja kolmas on jatkuvuus-
vaatimus elementtien rajapinnoilla.

Elementin sisdisen virtuaalisen tyon lauseke saadaan lausumalla testifunktio muotofunktioiden
avulla muodossa
Su; = dul Ny (39)

ja sijoittamalla tdmé& lausekkeen (38) siséisid voimia vastaavaan termiin, missi integrointi suorite-
taan nyt tarkasteltavan elementin yli. Sisdiseksi virtuaaliseksi tySksi saadaan

SWnt = sul ONt Pj; dSQ. (40)
a. 9§

Sisdisten voimien ja sisdisen virtuaalisen tyon villinen yhteys on §W " = ju - £, joten elementin
solmuun [ liittyviksi sisdisiksi voimiksi saadaan

: ON
= [ L pad0e e = | VeNp-PedQe (41)
Qe 9¢; Q¢

Teht. 4
Pintakuormien aiheuttamat ulkoiset voimat saadaan oppikirjan lausekkeesta (B4.3.3)

= Nt dI. (42)

Ty,

Sijoittamalla tdhin paineen aiheuttama pintakuorma t; = —pn;, missi n;e; = n on tarkasteltavan
pinnan ulospéin suunnattu yksikkénormaali, saadaan solmuun I liittyviksi voimakomponentiksi 4

Ieft = —/ pNIni dr'. (43)
Ty,

Elementin nykytilan pintanormaalin ja kantaelementin pintanormaalin vélilla pétee Nansonin kaava
(3.4.5)
ndl' = Jengg - F 'dlge. (44)

Elementin pinnalla ¢ = —1 voidaan kaikki lausekkeet lausua koordinaattien £ ja n avulla ja ky-
seiselld pinnalla pétee pinta-alkiolle d'g¢ = d§ dn. Kéyttaméalla Nansonin kaavaa ja edelld esitettyd
pinta-alkion lauseketta saadaan

1 1
= —/ / pNiJenjoeFy ¢ dédn, (45)
—1J-1

joka tensorinotaatiota kiyttien kirjoitettuna on

1 1 1 1
i = [ [ pNidenoe B dgdn = [ [ pNiJET nedgan. (a0)
—1J—-1 —1J—-1

Paadyttiin siis pyydettyyn tulokseen.

Tarkastellaan seuraavaksi tehtéviin kohtaa (b). Sijoittamalla saatuun ulkoisten voimien lausek-
keeseen annettu kidnteistensorin lauseke ja ottamalla huomioon yhteys J¢ = det F¢ saadaan

1 1 1 1
1
ert — —_[FH7T. - _ T
= ./,1 /,le”]5 dot(F) (Fe) - moe dedy /71 [IPNI[FA nocdédn.  (47)



Téssi tapauksessa on pintanormaali noe = {0,0, —1}7. Ottamalla tdm huomioon ja kirjoittamalla
auki edellisessé integraalissa esiintyva pistetulo saadaan

1 rl Fy
= [ [ oNid By b acan (48)
B F33
Kokoa 3 x 3 olevan matriisin A co-factor on mééritelty '

Ay, = (=1)7E My, (49)

missd M, on jaljelle jA4vin 2 X 2 matriisin determinantti, kun alkiota a;; vastaavat vaaka ja
pystyrivi poistetaan. Tarvittavat matriisin [Fg] alkioit co-factoreiden avulla lausuttuna ovat 2

2 Fyo | 2 Fo ]
F* = A — -1 3+1 det 21 22 — det 21 22 ,
3l 1 (=1) | F31 F32 | | F31 Fi2 |
. F F F F
Ff o Ae = (—1)32qet | F11 Fr2 | g | F10 P12 50
32 23 (=1) | F31 F32 | F31 F3o |’ (50)
[ F, Fis | [ F Fis |
Fx = A — -1 3+3d t 11 12 = det 11 12 ]
=i = (Ut B g, | T Ry Ry

Sijoittamalla kantaelementin ja nykytilan vélisen Jacobin matriisin lausekkeeseen muotofunktioita
kdyttden kantaelementtikoordinaattien avulla lausutut spatiaalikoordinaatit saadaan

xNre xrNi, «rNig¢
Fe=| yiNre yiNry yiNre |- (51)
2iNre 21Niym  2iNig

Néin ollen voidaan lausekkeet (50) kirjoittaa

F3i = (YsNse)(zxNky) — (YiNsg)(zx Nige),
F3, = —(2jNjye)(zx Nk )+ (27N5m)(2x Nk g ), (52)
Fi3 = (2gNye)(yx Niy) — (@1 Nyy) (Y Nk e )-

Vertaamalla nyt lausekeita (48) ja (52) oppikirjan lausekkeeseen (E4.3.16)

e, ey e,

1 1
ermt = —/ / pNy det I,L‘(]N.]’g yJNJyg Z‘]N,],g df d’l] (53)
-1/l T Nrn YxNrn 2xNKg

todetaan niiden johtavan samoihin ulkoisten voimien komponentteihin.

IM. Greenberg, Adv. Eng. Math, 5.84
2M. Greenberg, Adv. Eng. Math, s.107



