Teknillinen korkeakoulu
Mat-5.187 Epilineaarisen elementtimenetelmin perusteet (Mikkola/Ardli)
4. harjoituksen ratkaisut

Teht. 1
Jacobin determinantin (J = det F') materiaalisen aikaderivaatan laskemiseksi lasketaan ensin mieli-
valtaisen kiddntyvin toisen kertaluvun tensorin A determinantin suunnattu derivaatta.

Ddet(A)[U] = %det(A-ﬁ-eU)‘

d -1
= 4 det (AT +eATU))| (1)

= det(A) di det(I +eA™'U)
€

Tensorin S determinantti voidaan lausua pddinvarianttien avulla muodossa

e=0

e=0

det(S — wI) = —w? + I (S)w? — I(S)w + I5(S), kaikilla w € R, (2)
missé I1(S), I2(S), Is(S) ovat tensorin S piidinvariantit

Li(S) = tx(S),

1
ns) = ((8) — (s?), 3)
I5(S) = detS.
Soveltamalla nyt lauseketta (2) arvolla w = —1 saadaan
di det(I+eA™'U)| _, = dg (1+ L(eA™'U) + L(eA™'U) + I(eA'U)) | _,
€ €= € €=

d
- a(1+e[1(A_1U)+6212(A_1U)+63]3(A_1U))|E:O (4)

= LAT'U) =AU =AT.U.

Tensorin determinantin sunnatulle derivaatalla saadaan néin ollen lauseke

Ddet(A)[U] = det(A)A~7: U. (5)
Kayttamalla ylla saatua tulosta ja derivoinnin ketjusdatod voidaan kirjoittaa
.d ) ) .

T=5 det(F(t)) = Ddet(F(t))[F(t)] = det(F)FT: F = Jtr(FF~1), (6)

Oppikirjassa on annettu yhteydet L = (Vv)7 (3.3.7a) ja FF~! = L (3.3.18). Niité kiiyttien
saadaan Jacobin determinantin materiaaliseksi aikaderivaataksi

J=Jtr(Vv) = Jdivv. (7)
Teht. 2
Kulmaliikem&arin sdilymisyhtilé on
D
— xxpde:/xprdQ+/xxtdF. (8)
Dt Jo ) r

Kayttamalld Reynoldsin kuljetuslausetta (3.5.38) ja ottamalla huomioon yhteys x = v saadaan
yhtdlén ensimmdéinen termi muotoon

D D
— xxpde:/p—(xxv)dQ:/p(v><v—|—x><\'f)dQ:/x><p\'IdQ. (9)



Cauchyn yhteyden (3.4.1) avulla saadaan kulmaliikem&drin sailymisyhtilon viimeisestd termistd

/xxtdF:/xx(n-U)dF. (10)
r r
Ristitulo voidaan kirjoittaa permutaatiosymbolia £ = e;;jre;®e;®e;, kiyttaen seuraavasti (3.2.44, 45)
1, indeksien ijk parillisella permutaatiolla
axb =e;rabre;, €ijk = —1, indeksien ijk parittomalla permutaatiolla (11)

0, jos jotkut indekseistd ovat samoja

Kirjoittamalla (10) indeksinotaatiota kiiyttéen ja soveltamalla Gaussin lausetta (vrt. 3.5.31) saadaan

/XX (l’l-G’)dF = /e7jkx]nloldeei
r

= / €ijkT;O0lk dQ e; (12)

B douy

= e”k Jlk + eijkT;—— oz, ) dQe; (13)

B oy

- eljk(sjlo-lk + CijkTj—( a ) dQ €; (14)

B oy,

= e”k(f];C +eiikti—m— o ) dQe; (15)

= / (€ :0 +x x dive) dQ. (16)
Q

Kulmaliikem&ran sdilymisyhtélé voidaan néin ollen kirjoittaa muodossa

/XXdeQ—/xprdQ—/(ﬁ:a—i—xxdiva)dQ = (17)
Q Q Q
/Xx(p\'f—pb—diva)dQ—/é’:adQ = 0 (18)
Q Q
Liikemé&érén séilymisyhtélon (B3.3.2) mukaan on
pv —pb—dive =0, (19)
jolloin kulmaliikem&aran sdilymisyhtalosta jaa jéljelle
023 — 032
/ E:0d22=0 & €ijk0jk€; = 031 — o013 o =0. (20)
Q

012 — 021

Jotta ylld esitetty toteutuisi, on oltava o;; = 0j;, eli o0 = o!. Cauchyn jannitystensori on siis sym-
metrinen.

Teht. 3
Koordinaatistoissa zy ja 2y lausuttujen vektorien r ja ¥ vilillad on yhteys (3.2.34)
W T | cosf —sinf | | Ryz Ry
=R, R = [ sin 0 cos } o [ Ry: Ryy |- (21)

Kuvassa (1) on esitetty elementin keskiviivan tangentin yksikkosuuntavektori € pisteessi pisteessi
X, sekd differentiaaliset pituusalkiot eri koorodinaattisuunnille.



Kuva 1: Elementin kegkiviivaa pitkin kulkeva korotationaalinen koordinaatti Z, dimensioton koor-
dinaatti £ ja tangentiaalinen suuntavektori é.

Parametrin ¢ avulla lausutun zy-tason kiyrin derivaatta saadaan lausekkeesta

d dx/d
do _ dz/dg (22)
dy  dy/d¢
Merkitsem&lld oz/d
x /08
X¢ = 23
53 { dy /ag } ( )
voidaan tangentiaalinen yksikkdsuuntavektori kirjoittaa
~ X ¢
€ = —=— . (24)
1% el
Elementin muotofunktioiden ja solmupisteiden koordinaattien avulla lausuttuna on
x
2O =ai(e), v =i, x={ § b =xiito) (29

missd indeksi I viittaa elementin solmunumeroihin ja toistuvan indeksin yli summataan. Viimei-
sestd lausekkeesta saadaan koordinaatin ¢ suhteen derivoimalla

x,e =x1Nre(§). (26)
Korotationaalinen venyméanopeus on (3.4.15)

Y S
"0 003 el €

(27)

Korotationaaliseksi nopeudeksi saadaan xy-koordinaatiston nopeuskomponenttien avulla lausut-
tuna (4.6.1)
0; = Rjﬂ)j = U, = Rgzv; + Ry:g’l)u (28)

Sijoittamalla tdhin nopeuskomponentit v, ja v, solmunopeuksien avulla lausuttuna saadaan
Vp = N[(g)(ijC’Um] + Ry@’l}y[). (29)
Tastd saadaan korotationaalisen nopeuden derivaataksi elementtikoordinaatin & suhteen

00

T = Niel©)(Ruzver + Rygvyr) (30)

Kaikki tarvittavat tulokset on nyt johdettu ja voidaan ryhtyi tarkastelemaan korotationaalista
venymanopeutta elementin eri kohdissa. Tarkastellaan ensin solmua 2. Téassé solmussa on £ = 0 ja

0 = 0, jolloin saadaan
’ Ry Ry | | O

8

Ne=[ -

(SIS
N[ =

; } . (31)



Na&in ollen saadaan

1 —rsind 0 1 rsin @ rsin 6
wemxavie= 3 {0 o { g S Jra U A ) @

josta edelleen
[|x.¢]] = rsiné. (33)

Nyt Rgs =1 ja Ry; = 0, joten lausekkeesta (30) saadaan
1 1
U¢ = Nr¢(Reavor + Ryzvyr) = 3 (—v,-sinf) + 5 Ur sin @ = v, sin 6. (34)

Korotationaaliseksi venymanopeudeksi solmussa 2 saadaan ndin ollen

. 1 _sinf v,
D, P L (35)

B ||x’5||vm’f rsing

Todetaan saadun tuloksen olevan yhtapitéva sylinterikoordinaatistossa lausutun venymanopeuden
Dyy = v, /7 kanssa.

Teht#viin toisessa kohdassa pyydettiin suoritamaan samat laskut Gaussin pisteessd & = —1/v/3.
Kyseisessa pisteessd saadaan
1
N, = ﬁ [ —(2+ \/5) 4 (-2+ \/§) } , R,z =cosa, Ryz =sine, (o= 9/\/3) (36)
Y14 oleva muotofunktiomatriisin derivaatta ja solmupistekoordinaatit sijoittamalla paddytdéan tu-
lokseen 3
T 3sin 6
Xe = XiNre = \/§{ 2 —2cosf } (37)
Tastd saadaan muutamien vilivaiheiden jilkeen
T
x¢|| = —=(7 — 8cos O + cos? §)'/2, 38
[I¢.el \/§< ) (38)
Tarvittavat arvot sijoittamalla saadaan melko monen vélivaiheen jalkeen
¢ = Nr1e(RpsVar + Ryzvyr) = % (—2sinacosf + V3 cosasinf + 2sin ). (39)
Korotationaaliseksi venyminopeudeksi Gaussin pisteessd saadaan niin ollen
D, — 1 0%6:&(QSina—2sinacos€+ﬁcosasin9). (40)
Ixell U V7 —8cosf + cos?

Kulman 6 arvoilla 6 = 0.1 ja 6 = 0.05 saadaan kummassakin tapauksessa yhdeksén merkitsevin
numeron tarkkuudella D, = v, /r.

Teht. 4
Oppikirjassa on tensorin A pédinvarianteiksi annettu (B5.2.1 a,b,c)
L(A) = ti(A), (41)
1
BA) = o ((tr(A)? - tx(A%), (42
I3(A) = det(A). (43)

Ottamalla huomioon yhteys tr(A) = A : I saadaan Cauchyn jénnitystensorin ensimmaisen invari-
antin materiaaliseksi aikaderivaataksi

Lo)=6:14+0:1=6:1=tr(5). (44)



Invariantin derivaatan lausumiseksi Jaumannin derivaatan avulla kiiytetin harjoituksessa (3) saa-
tua tulosta, jonka mukaan tensoreiden A ja B ollessa symmetrisid ja toteuttaessa lisdksi ehdon
AB = BA ovat voimassa yhteydet

A:B=A:BYY ja A:B=AVY:B. (45)
Tensorit o ja I ovat symmetrisia ja toteuttavat kertolaskun kommutatiivisuusehdon, joten
Le)=6:T=0V":1 (46)

Toisen invariantin materiaaliseksi aikaderivaataksi saadaan

L(o) = ;]St((a' I(o:I)—0c":0)
- %(2(&;1)(0;1)_#;0—0?/;) (47)
_ %(2(0 (o :T) —te(6- ) — te(6 - o))
— (6:D(o: 1)~ (6-0):L

Jaumannin derivaatan maéritelmia ja trace-operaation ominaisuuksia kiiyttden voidaan kirjoittaa

eV’ 0):I = tr((6 —Wo—-0oW')o)
= tr(oo) —tr(Woo) —tr(cW'a)
= tr(6o) —tr(Woo) +tr(cWo) (48)
= tr(6o)—tr(cWo)+tr(cWo)
— w(60) = (60): T

Saadaan siis pyydetty tulos
Lo)=(6:1)(c:1I)—(6-0):1=(cV":I)(oc:1)—(¢V-0): L (49)
Kolmannen invariantin materiaaliseksi aikaderivaataksi saadaan

I3(o) = % det(o) =det(o)o T 6 = Iztr(c - o 1). (50)

Tamén lausumiseksi Jaumannin aikaderivaatan avulla kiytetdin Jaumannin derivaatan méaritelméa
ja trace-operaation ominaisuuksia.

tr(eV o7 = tr((6 - Wo—oW')o ™)
= tr(eo ™) —tr(Woo ™) +tr(cWe ™) (51)
= tr(eo™!) —tr(W) +tr(c 1o W)
= tr(6o™ )= (60" L

Saadaan siis tulos '
I3(0) = Litr(d-07') = Litr(aV/ 7). (52)

Tehtédvén kohdassa (b) tuli osoittaa Cauchyn jinnityksen materiaalisen aikaderivaatan olessa de-
viatorinen my®6s jannityksen Jaumannin derivaatan olevan deviatorinen. Yleinen toisen kertaluvun
tensori A voidaan kirjoittaa muodossa
1
A =al+devA, o= gtr(A), (53)
missd ol on tensorin pallo-osa ja devA deviaatio-osa. Y1l olevasta saadaan tensorin deviaatio-
osaksi

devA = A — étr(A)I. (54)



Cauchyn jannitystensorin materiaalisen aikaderivaatan ollessa deviatorinen pétee siis
. . 1 . .
6 =deve < gtr(a)l =0 < tr(6)=0. (55)

Ottamalla trace Cauchyn jinnityksen Jaumannin derivaatasta, sijoittamalla tidhén yll& saatu tulos
ja ottamalla huomioon tensorin W vinosymmetria saadaan

tr(aV’) = tr(6) —tr(Wo) — tr(eWT)
= —tr(Wo) —tr(eW7T)
—tr(Weo) — tr(Wle)
= —tr(Wo)+tr(Wo) = 0. (56)

Saatiin siis tulos tr(eV”) = 0, kun o = deve, joten jinnityksen o ollessa deviatorinen on myds
jannityksen Jaumannin aikaderivaatta oV ”deviatorinen.



