Teknillinen korkeakoulu
Mat-5.187 Epilineaarisen elementtimenetelmin perusteet (Mikkola/Ardli)
2. harjoituksen ratkaisut

Teht. 1
Kirjoittamalla tensoreiden S ja W kaksoispistetulo komponenttimuodossa saadaan

S: W = 511 Wi1+512Wi2+S13W13+ 521 Wa1 + Sao Waz + Sa3 Waz +S31 Wa1 +S32Waa +533Was. (1)
Tensorin S symmetriasta seuraa
So1 = S12, S32 = S23, S31 = S13- (2)
Tensorin W vinosymmetriasta seuraa
Wip = Wae = W33 =0, Wa =—Wia, Wia=—-Wa, Wiz =—-Wis. (3)

Ottamalla ominaisuudet (2) ja (3) huomioon saadaan

S W = S19(Wia — Wia) + Si3(Wiz — Wag) + Sag(Waz — Was) = 0. 4)
Tehtédvén (b) kohdasta saadaan
AT A=tr(A'A)=tr(I) =1+1+1=3. (5)
Teht. 2
Kahden vektorin pistetulo on skalaari, joka vektorien komponenttien avulla lausuttuna on
3
v-u= Z U;V; = UIV1 + UaVo + U3V3. (6)
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Kahden vektorin (1. kertaluvun tensorin) tensori- tai dyaditulo on toisen kertaluvun tensori, jonka
komponentit ovat
ViUl Viu2  V1Uug
vu= | vou; Ul Uau3z | . (7
vUzul U3Uz U3U3

Teht. 3
Suoran x1 = x2/3 — 1 suuntavektori koordinaatin z; kasvaville arvoille on

dxl 1 ~ 1/3

— == = = .

dzy 3 " { 1 } ®
Normeerataan saatu suuntavektori
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Skalaarikentdn ®(x) = €™ cos(3z1 — 2x2) suunnatuksi derivaataksi saadaan

_ 4 e"1 T cos (3(z1 + eur) — 2(za + 6U2))|

D®(x)[u] 4 ®(x+€u) (10)

T de =0 de e=0"
Suorittamalla derivointi ja asettamalla € = 0 saadaan
D®(x)[u] = e [ug cos(3x1 — 2x3) — (Bur — 2ug) sin(3x1 — 2x2)]. (11)

Sijoittamalla t&han edelld laskettu suuntavektori u seké annetun pisteen koordinaatit x = (0,1)
saadaan tulokseksi
1 1

D®(x)[u] = —1(1 -cos(—2) — (3 —6)sin(-2)) = T(c052 —3sin2) ~ —0.9942. (12)
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Teht. 4
Kohta (a). Skalaarifunktion ¢(v) = v - v suunnatuksi derivaataksi saadaan

d d

Dy(v)[u] = P p(v+eu)| _,= P (v+eu) - (v+eu)| _,, (13)

josta derivointi suorittamalla saadaan
Dy(v)[u] = (u- (v + eu) + (v + eu) ~u)‘6=0 =u-v+v-u=2u-v. (14)

Kohta (b). Tensoriarvoisen funktion G(A) = A - A suunnatuksi derivaataksi saadaan
-2 o= |

DG(A)[U] = T GA+eU)| _, = T (A+eU)(A+eU)| _,, (15)

josta derivointi suorittamalla saadaan
DG(A)[U] = (U(A + €U) + (A + €U)U)| _, = UA + AU. (16)

Kohta (c). Skalaariarvoisen funktion p(A) = tr(A)? suunnatuksi derivaataksi saadaan

Dy(A)[U] = %@(A +eu)| = %tr(A +eU)?| _ = 4 (tr(A) +e te(U)’| _, . (17
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josta derivointi suorittamalla saadaan

Dy(A)[U] = 2(tr(A) + € tr(U))tr(U)| _, = 2tr(A)tr(U) = 26(A) I : U. (18)
Teht. 5
Kohta (a). Vektoriarvoisen funktion gradientti on
u- V(£(0v(x) = D(F()v()) ul. (19

Tulon derivointikaavaa kiyttdmaélla saadaan
D(fv)[u] = f (Dv[u]) + (Df[u))v = f(u-Vv) + (u-Vf)v. (20)

Edella on kirjoitusasun selkiyttamiseksi jatetty argumentti x merkitsemitté. Kirjoittamalla lausek-
keen (20) viimeinen termi tensorituloa kyttéen saadaan

D(fv)[ul = f(u-Vv)+ (veVfu=u- (fVv+ (Vf)@v). (21)

Edells on kiytetty yhteyttd (a® b)? = (b ® a). Pyydetyksi differentiointikaavaksi saadaan niin
ollen
V(fv)=fVv+(Vf)av. (22)

Kohta (b) Vektoriarvoisen funktion g divergenssi div(g) = tr(Vg). Ottamalla trace kohdan (a)
tuloksesta saadaan

div(fv) =tr(fVv) +tr(ve Vf) = fdivv+ (Vf) - v. (23)



