Teknillinen korkeakoulu
Mat-5.187 Epilineaarisen elementtimenetelmin perusteet (Mikkola/Ardli)
10. harjoituksen ratkaisut

Teht. 1
Tarkastellan kuvan (1) mukaisen kahdesta identtisestd sauvasta koostuvan tasoristikon tasapainoa.

Kuva 1: Tehtdvissa tarkasteltava tasoristikko.

Sijoittamalla sauvan sisdisen energian lausekkeeseen jannitys S1; lausuttuna konstitutiivisen yhtey-
den S1; = ESE Ey; avulla saadaan rakenteen sisaiseksi energiaksi
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Kuvan (1) mittoja kiyttden saadaan sauvan pituusakselin suuntaisessa korotationaalisessa koordi-
naatistossa Greenin-Lagrangen venyméksi
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Lausekkeesta (1) saadaan néin ollen
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Ulkoisen voiman p potentiaali on
Weet = p(b+y1) (4)

Koko rakenteen potentiaalienergia saadaan vahentamélld sisdisestd energiasta ulkosen voiman po-
tentiaali

W =W — W = k(y? —b*) = p(b+ ). (5)
Tasapainoyhtilo saadaan derivoimalla energian lauseketta ja kirjoittamalla tulos nollaksi
dw
oy =2k(y? —b*) -2y —p=0 = 4k(y3 — b*y) —p =0. (6)

Tamé voidaan kirjoittaa muotoon
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Tamé tasapainopolku on esitetty kuvassa 2.



Kuva 2: Tehtéviissa (1) tarkasteltavan tasoristikon voima-siirtymékiyra. Tasapainotila on epésta-
biili valilla —1/v/3 < y1/b < 1/V/3.

Tasapainotilan luonteen tutkimiseksi tarkastellaan energian lausekkeen toisen derivaatan merkkié.

Energian toiseksi derivaataksi saadaan
d2
—5 = 4k(3yi — b°).
T = ke -1 ®)

Ratkaisu on epéstabiili toisen derivaatan ollessa negatiivinen. Tastd saadaan epéastabiilisuudelle
ehto

3y2 — b2 <0 v ] 9
Y1 < 2 <30 (9)
josta edelleen
—1/\/§<%1<1/\/§. (10)
Epéstabiilisuusvilin rajapisteet on merkitty kuvan (2) tasapainopolkuun ympyraill4.
Teht. 2
Stationddrisyyspisteet saadaan ratkaistua kirjoittamalla potentiaalifunktion
1
Wei(d, X, 5) = W(d) + A g(d) - SeA"X (11)

osittaiderivaatat muuttujien d ja A suhteen nolliksi. Suorittamalla derivointi siirtymien suhteen
saadaan matriisimuodossa kirjoitettuna
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ad —ad—i—)\ 8d—r+}\ G. (12)
Edella on kdytetty médritelmid (6.3.25): OW/0d = r ja (6.3.39): G = [G,;] = [0¢;/0d;]. Suoritta-
malla derivointi Lagrangen kertojien suhteen saadaan indeksinotaatiota kiyttien
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= 0i9j — 5€(0i A + Xj0i5) (14)

= Ggi— %G(Ai + Xi) = gi — €Ny, (15)



joka matriisimuodossa esitettyné on

oWpp,
oA

=g — € (16)

Kirjoittamalla edell lasketut osittaisderivaatat nolliksi saadaan stationdirisyysehdot

r+A'G=0 ja g-ex=0. (17)
Teht. 3
Kirjoittamalla linearisoidun yht&léryhméan
A+ X\H; GT Ad | [ —(r+A'G) (18)
G —el AN [T —g2+ €A

yhtilot erillisind saadaan

{ (A+MH)Ad+GTAN= —r-A'G (19)
GAd —elAXN=—g+eA.
Alemmasta saadaan ratkaistua
A)\:%(g—ez\—i—GAd):%g—)ﬁ—%GAd. (20)
Sijoittamalla tdma ylempédan yhtiloon saadaan
(A +\H;) Ad + %GTg —~ G+ %GTG Ad=-r-2\TG, (21)
josta edelleen
(A +\H+ %GTG) Ad=—r— %GTg+GTA—)\TG. (22)
Ottamalla lisdksi huomioon yhteydet
G'A-A'G=0 ja GTg=¢"G, (23)
paddytain lopulta yhtaloon
(A + %GTGHIH,)Ad — - %gTG. (24)
Eliminoimalla tistd Lagrangen kertoja kiyttden jalkimmaista oppikirjan yhtaloistd (6.3.60):
g—eA=0 & gr—exr=0 (25)
saadaan 1 1 1
(A + ZGTG +—g/H;) Ad = —r — Ech;. (26)

Korvataan 1/e, missé € on mielivaltainen pieni reaaliluku, mielivaltaisella suurella reaaliluvulla [,

jolloin saadaan
(A+BGTG +pg/H;)Ad = -1 — 3’ G. (27)

Todetaan saadun yhtélén olevan identtinen oppikirjassa annetun sakko-menetelmén mukaisen li-
nearisoidun yhtélon (6.3.49) kanssa.



Teht. 4

Kokonais-Lagrangen formulaation mukainen sisdisten voimien materiaalisen aikaderivaatan lauseke

on
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b= (84, Fy 4+ S By ) dQo = | - Py A 2
il % aXJ( J ? + J L ) 0 Q% aXJ Je 0 ( 8)
joka voidaan kirjoittaa
firt = [ BLPdQo. (29)

Qo
Ensimmaéisen Piolan-Kirchhoffin ja Cauchyn jinnityksen materiaalisten aikaderivaattojen vilinen

yhteys on (6.4.18) ]
P=JF!(¢V7 +oLT) (30)

Valitsemalla nyt referenssitilaksi nykytila, jolloin X = x, Qg = Q, By = B ja F =1 saadaan
P=0o"7 +oL” (31)
ja sisdisten voimien materiaaliseksi aikaderivaataksi saadaan

ONt

TM(UZT + Uleil) dQ. (32)
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