Teknillinen korkeakoulu
Mat-5.187 Epilineaarisen elementtimenetelmin perusteet (Mikkola/Ardli)
1. harjoituksen ratkaisut

Teht. 1
Kéytettiessd Lagrangen formulaatiota voidaan virtuaalisen tyon periaate kirjoittaa yksidimen-
sioisessa tapauksessa muotoon (oppikirja 2.3.19)
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Massan séilymisyhtilo ja jannitysten vilinen muunnos ovat

A
pFA=pyAg ja P=—o0. (5)
Ao

Virtuaalisen tehon lauseke saadaan nyt korvaamalla virtuaalinen siirtymé du lausekkeissa (2), (3) ja
(4) virtuaalisella nopeudella dv ja muuntamalla integraalit referenssitilasta (alkutilasta) nykytilaan.
Derivoinnin ketjusdintod kiyttien saadaan virtuaalisen siirtymén derivaatta lausuttua nykytilassa
seuraavasti

dou _ Qou dx
0X Oz 0X
Viimeisessi kohdassa on kiytetty hyviksi deformaatiogradientin maaritelmad (2.2.4)

(5U,X = 6u7m F. (6)
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Vaihdetaan nyt virtuaalinen siirtymé virtuaaliseksi nopeudeksi ja kiytetain hyviksi yhteyksié (5),

(6) ja (7) virtuaalisen tyon lausekkeen eri termeille.
Lausekkeesta (2) saadaan

Ty A 1 Ty
/za v F A—OJAO I3 dx = /xa v 5 Ao de.

Lausekkeesta (3) saadaan
Ty 1 Tp
/ 5vaA1')F dx = / ov p Av dzx.
Lausekkeesta (4) saadaan
Ty 1 _ Ty _
/ 60 pFbA da + (v At I, = / dv pbA dz + (6v AL,)| . .

Kerdamailla johdetut tulokset yhteen saadaan virtuaalisen tehon periaate kirjoitettua (2.7.9)

SP(5v,v) = 6P — GPt 4 PR — 0 Wou € U, (8)
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speat dv pbA dz + (0v AL)| . . (11)
Teht. 2
Kéytetddn laskuissa elementtikohtaista koordinaattia &, jonka yhteys koordinaattiin X on
X-X
-2 cep (12)

Kinemaattiseksi matriisiksi saadaan muotofunktiomatriisi N = [ 1 —¢ ¢ | derivoimalla

ON  ON 9¢ 1
Bp=—=—-—2=| -1 1]|—. 13
070X ¢ 09X [ ] lo (13)
Sisdiset voimat saadaan laskettua oppikirjan lauseketta (B2.2.3) kdyttéen, jonka mukaan
, N7T
fint — 0 PdQy = [ BIPAQ. (14)
QC 6X Q&’
0 0

Differentiaalinen tilavuusalkio d€y on tissi tapauksessa
dQy=AdX = (A01(1 -+ Aogf)lo dé. (15)

Sijoittamalla sisdisten voimien lausekkeeseen kinemaattinen matriisi (13), tehtavissi annettu jin-
nityksen lauseke P = P;(1 — &) + P ja ottamalla huomioon yhteys (15) saadaan
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-171,1 1 1
= { 1 (§P1A01 + 6(P1A02 + PyAo1) + §P2A02)~

Elementin siséisiksi solmuvoimiksi saadaan siis

1 -1
fént = 6(2P1A01 + P Ags + Py Ao + 2P2A02) { 1 } . (17)

Ulkoisten voimien aiheuttamat solmuvoimat saadaan laskettua oppikirjan lausekkeen (B.2.2.4)
avulla, jonka mukaan

" (18)

fort = / poNTBHdQ 4+ (NT Agt,0)
Qg

Sijoittamalla ylli olevaan yhtdlo6n muotofunktiomatriisi N ja ottamalla huomioon yhteys (15)
saadaan

1
fort = /0 Po [ 1g§ } b (Ao (1= &) + Aga)lode =

B Y Ap(1—€)?+ A E(1—€)
N poblg/o { Ap1 (1 — &) + Ap2 &2 }df. (19)



Integrointi suorittamalla saadaan vakiotilavuusvoiman b aiheuttamiksi ulkoisiksi solmuvoimiksi

- bl 2401 + A
pert _ Pob Lo 01 02 | 20
¢ 6 Ao1 + 2A02 (20)
Erikoistapauksessa Py = P = P ja Ag1 = Apa = Ap saadaan lausekkeista (17) ja (20)
mn -1
fint = PAO{ . } (21)
ext poblvo 1
©r = — { e (22)

Todetaan saatujen tulosten olevan yhteneviisid oppikirjan esimerkissé esitettyjen lausekkeiden
(E2.1.5 ja E2.1.8) kanssa.
Elementin massamatriisi saadaan oppikirjan lausekkeesta (B2.2.5), jonka mukaan

M, = poNTN Q. (23)
a5

Sijoittamalla massamatriisin lausekkeesseen muotofunktiomatriisi ja yhteys (15) saadaan

M. = /Opo{lff}[lf €] (Aot (1 =€) + Ag2é)lodE = (24)
_ /0 P0 { &f_% E(lg £) ] (Ao1(1 — €) + Aga€)lodE = (25)

T A (1 — €)%+ A (1 —€)?  Ap (1 — €)%+ A €2(1 - €)
polo/ [ At E(1—€)? + A €2(1—¢) Aot E2(1— &) + Ap2 & de. (26)

Suorittamalla tarvittavat integroinnit saadaan konsistentiksi massamatriisiksi

polo | 3401 + Aoz Ao1 + Aoz
M, ="— . 2

<12 { Aor + Az Ao1 + 3402 (27)
Diagonalisoimalla massamatriisi row-sum-tekniikalla (laskemalla alkiot riveittdin yhteen ja sijoit-
tamalla saadut arvot diagonaalille) saadaan

pLh [ 2A01 + AQQ 0 :l

s __
M.” = 6 0 Ao1 + 2402

(28)
Elementin ominaistaajuudet w saadaan ominaisarvotehtivisti Ky = w?My. Ominaisarvot (—omi-
naistaajuuksien nelit) ovat yhtilon

det(K — w?M) =0 (29)
ratkaisut. Elementin jaykkyysmatriisiksi oli tehtdvinannossa annettu

KEPF(A01+A02){ 1 —1]'

2lq 1 1 (30)

Konsistenttia massamatriisia (27) kdyttden saadaan karakteristiseksi yhtaloksi

1
5w2p0 (EPF(—18A31 — 36401 Aga — 1843,) + w?pold (A2, + 4401 Aga + Ag2)) =0. (31)

Tésté saadaan ratkaisuksi

o EPF (1843, + 36A01 Apz + 18A3,)

2 .
w =0 tai w® =
pols  (Afy +4A01 Aoz + A7)

(32)



Diagonalisoitua massamatriisia kiyttden saadaan karakteristiseksi yhtaloksi

1
%w2p<EPF(79A31 — 18401 Agz — 942) + w?pol2 (242, + 540, Ags + 2A§2)) —0.  (33)

Tésté saadaan ratkaisuksi

L2 EPF (9A2) + 18401 A2 + 942,)
pold (24%, +5A01Ac2 +24%,)

w2=0 tai

Teht. 3
Tarkastellaan kuvan (1) mukaista kahdesta perikkiin kytketystd elementistd muodostuvaa mallia.
Elementtien jaykkyys- ja massamatriisit saadaan laskettua edellisen teht&vén tuloksia hyviksi kiyt-

1 2
Q Q) O

. .

Kuva 1. Kahdesta elementisti koostuva malli.

tden. Sijoittamalla edellisessé tehtévissi esitettyihin lausekkeisiin elementin pituus [ ja poikkileikkauk-
sen ala A (vakio) saadaan yksittéisille elementeille

EFFA 1 -1 plAT 2 1 s PLATT 0
Ke— I |:_1 1:|7 Me—6|:1 2:|7 Me_2|:0 1:| (35)

Kytkemalla kaksi elementtis perdkkiin saadaan koko rakenteelle vastaaviksi matriiseiksi

R 1 -1 0 .12 1 0 .1 0 0
K=E| -1 2—1,M:g141,M”5:gO20 (36)
0 -1 1 0 1 2 0 0 1
Edellé on kirjoitusasun selkeyttimiseksi otettu kiyttoon lyhennysmerkinnét
R EPFA
E=— ja  p=plA
Karakteristiseksi yht&loksi saadaan konsistenttia massamatriisia kdyttien
- 5 A 1
det(K — AM) = M\p(—2E? + 6EA,a - EA%Q) =0. (37)
Tastd saadaan
. P T A
A=0 tai —2FE° + EEAP - ﬁ)\ p°=0. (38)
Jalkimmaisestd yhtdlostd saadaan
2 2 4 2 E
A% — 156X 4 36¢° = 0, ¢ =—, (39)
p
mistd saadaan ratkaistua
1562 £ 1/225¢% —4-36¢* 1562 £ v/81et (15 £ 9)e?
A= = = . (40)
2 2 2
Saadut ominaisarvot ovat ominaistaajuuksien neliGitd. Ominaistaajuuksiksi saadaan siis
w1 =0, wr=+V3e~1.7321¢, ws=2V3 ¢~ 3.4641¢. (41)



Diagonalisoitua massamatriisia kiytettiessa saadaan karakteristiseksi yhtaloksi
A 3 . 1
det(K — AM") = A\p(—2E? + S BN — ZVﬁ?) =0. (42)
Tastd saadaan 5 .
A=0 tai —2E*4 §EAﬁ - 1)\2;32 =0. (43)

Jalkimmaisestd yhtdlostad saadaan
M — 6%\ + 8¢t =0, (44)

mistd saadaan ratkaistua

\ 662 /3661 —4-8¢t 662 £vV4¢t (6 +2)¢

2 2 2 (45)
Ominaistaajuuksiksi saadaan siis
w1 =0, wr=V2eé~14142¢, ws = 2¢. (46)
Vapaan sauvan tarkka ratkaisu antaa ominaistaajuuksiksi w, = nme¢/L, n = 0,1,.... Tamén
tehtévan tapauksessa L = 21, jolloin saadaan
w; =0, wy=15708¢ ws=3.1416¢. (47)

Tarkastelemalla saatuja tuloksia todetaan konsistenttia massamatriisia kiyttien laskettujen omi-
naistaajuuksien olevan tarkkan ratkaisun ylédpuolella ja diagonalisoitua massamatriisia kiayttden
tarkan ratkaisun alapuolella.

tarkka  diagonalisoitu konsistentti
wy 1.5708 ¢ 1.4142 ¢ 1.7321 ¢
w3 3.1416 ¢ 2.0000 ¢ 3.4641 ¢

Teht. 4
Pallokoordinaatistossa differentiaalinen tilavuusalkio on

dQ = r%sin ¢ dr de db. (48)

Tarkastellaan nyt vain sidteestd riippuvan funktion f = f(r) integraalia onton pallon (sisdséde rq,
ulkoséide 73) tilavuuden yli. Saadaan

27 T To T2
A f(r)dQ = A A /Tl f(r)r*singdrdedd = 4x /Tl f(r)yr?dr. (49)

Pallosymmetrisessé tapauksessa saadaan sisdiseksi virtuaaliseksi tehoksi

. T2
spmt — 477/ (5Drr0rr + 6 Dggogg + 5D¢¢O’¢¢)T2 dr. (50)

T1

Sijoittamalla t4hdn annetut muodonmuutosnopeuskomponentit
1
D, = Ur s Do = D¢¢> = ; Ur (51)
saadaan

. T2
spmt = 47r/ (6vp,00p + O, (900 + 999) t %4) )r?dr. (52)

T1



Muokataan hieman ylla olevan integraalin ensimmadisté termid, jolloin saadaan

2 T2 T2 20, )
/ SV O dr = / (6vp0ppr?) o dr — / 5V (O + — )72 dr. (53)
2l ' 1 r

r1
Sisdiseksi virtuaaliseksi tehoksi saadaan nain ollen

20, Ogg + 0O
;. (ove ¢¢))
T T

) T2 —
6P1,7Lt — 47'['/ (51}7«( _ O-T’r',’l‘ — ’["2dr + 47T(6Urtr7"2) ‘F — Z 61}[[0-T7‘r2]]- (54)
- o

Ulkoinen virtuaalinen teho on

SPet = 4 / h Svpp bpr?dr + (4wdv,t,1?) (55)
" ¢
Kineettinen virtuaalinen teho on
sPF I = 4r / h Svyp vpr2dr. (56)
Virtuaalisen tehon periaatteen mukaan
§P = §P™ — 5Pt 1 §PF" =0 Vov € Up. (57)

Sijoittamalla edelld lasketut tehojen lausekeet saadaan virtuaaliseksi tehoksi

20, n (060 + 0pg)
T T

0P = 471'/ 5UT( — Opryp — —pb,. + pU'T)Ter — Z Sv[opr?] (58)

7

Jotta lauseke (58) olisi nolla kaikilla dv € Up, on oltava

20, . .
_o'rr}r . g + (099 + U¢¢) _ pr + pvr — O _]a [[O—rrrz]] — 0 (59)
T r

Pienen termien uudelleenjérjestelyn jélkeen saadaan liikemaardyhtaloksi

80’7«7~ (QO'TT — 099 _U¢¢)
+
or r

+ pb. = pup. (60)

Tehtédvan vahva muoto voidaan n#in ollen kirjoittaa seuraavasti:

00, n (207 — 000 — 0gg)

br = .ra 1
o +pbr=pv (61)
ﬁO’rr = ti,‘, re Ft, (62)
[orrr?] = 0. (63)

Lisdksi tarvitaan konstitutiivinen yhteys jinnityskomponenttien ja nopeuden vilille.

Muodostetaan seuraavaksi pallosymmetrisen lineaarisen elementin B, "¢ ja f¢*'. Otetaan kiiyt-
t60n elementtikoordinaatti £

gZT_ﬁ:T_rl N %_L (64)

T2 —T1 T21 dr T21 '

Elementin nopeuskentti lausuttuna solmunopeuksien avulla on

wen=[1-¢ ¢]{ u ). (©5)



Kayttamalld muodonmuutosnopeuskomponentteja (51) ja nopeuskenttidd (65) saadaan matriisi-
muodossa (vrt. E2.6.7)

D, —1/ro1 1/rox
p={ D, \=| a0y & {z“”}sze. (66)
D, 1-&)/r &

Sisdiset solmuvoimat saadaan lausekkeesta (vrt. E2.6.8)

fé”tZ/QeBTadQ:zm/” {—11/421 (1g/§)/r (1&5)/7"} fﬁi r2dr. (67)

Y14 oleva integrointi voidaan suorittaa joko koordinaattia r kiyttéen, jolloin lausekkeeseen tulee
sijoittaa & lausuttuna koordinaatin r avulla (64) tai koordinaattia £ kdyttéen, jolloin lausekkeeseen
tulee sijoittaa r ja dr lausuttuna koordinaatin £ avulla. Elementin massamatriisi saadaan laskettua
lausekkeesta (vrt. £2.6.9)

Me—/rzpo{lgg][l—f ¢ | 4nr®dr. (68)

Kiytetddn integrointimuuttujana elementtikoordinaattia &, jolloin saadaan

1
M€=47T/O po[lgg}[l—f €& ] (ror€ +r1)*ra1dé. (69)

Suorittamalla edelld esitetty integorinti saadaan konsistentiksi massamatriisiksi

M. — TPOT21 27‘%1 + 107r17r91 + 207‘% 37"%1 + 10r17re1 + 107"% (70)
¢ 15 3r, +10r7r9 + 1072 1273, + 30r 79y + 2002 | ©
Vakiotilavuusvoiman aiheuttamat ulkoiset solmuvoimat ovat
oot — / pNTHAQ + (NTAL)| . (1)
josta saadaan muotofunktiot sijoittamalla
1
1-— f 7pr7”21 r2 + 4riror + 6r?
fext — 4 b 2 d¢ = 21 1 . 2
‘ 7T/o ’ { ¢ } (&) rande = T2 302 4 8o + 602 72

Ulkoisten solmuvoimien yhtdldssd (71) esiintyva sijoitustermi on tissd tapauksessa oletettu nollak-
si. Kyseinen termi antaa lisdyksen solmuvoimiin, jos elementin solmu/solmut sijaitsevat tarkastelu-
alueen reunalla, eli téssi tapauksessa pallon sisi- tai ulkopinnalla.



