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1. Johda Lien derivaattojen Lvτ dev ja Lvτ hyd lausekkeet lausuttuna jännityksen τ materi-
aalisen aikaderivaatan ja spatiaalisen nopeusgradientin L avulla.

2. Plastisen dissipaation maksimiperiaate (5.10.72) on

(σ − σ∗) : Dp ≥ 0 . (1)

Osoita graa�sesti, että tällöin myötöpinnan f(σ,q) = 0 on oltava konveksi ja myötöeh-
don on oltava assosiatiivinen (myötöehtoon liittyvä) ts. plastinen venymänopeus suuntautuu
myötöpinnan ulkonormaalin suuntaan.

3. (a) Johda isotrooppisen elastisuustensorin C = KI ⊗ I + 2µIdev käänteistensori C−1, eli
tensori, jolla on ominaisuus C−1 : C = I.

(b) Osoita isotrooppisen aineen tapauksessa päteväksi yhteys (5.9.23)

(
C−1 + aÎ

)−1 = C− 2µbÎ, b =
2µa

1 + 2µa
. (2)

4. (a) Isotrooppisen myötölujittumisen tapauksessa on J2-teorian mukainen plastisen virtauk-
sen suunta

r =
3
2σ̄

σdev, σ̄ =
(3

2
σdev : σdev

)1/2

. (3)

Laske tätä tapausta vastaava
rσ =

∂r
∂σ

. (4)

(b) Johda pienten venymien J2-teorian mukainen algoritmisen modulin lauseke isotroop-
pisen myötölujittumisen tapauksessa (5.9.41)

Calg = KI⊗ I + 2µβIdev − 2µγ̄n̂⊗ n̂ . (5)
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