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1. Osoita, että päivitetyn Langrangen formulaation mukainen kriittinen aika-askel (6.6.61) on
sama kuin kokonais Lagrangen tapauksessa (6.6.63). Käytä yksiaksiaalisen muodonmuutos-
tilan mukaisia tangenttimodulien lausekkeita.

2. Tutki kaksidimensioisen stationääritilan lämmönjohtumisyhtälön

(Kmnθ,n),m = 0 (1)

ratkaisun stabiliteettiä äärettömässä alueessa lisäämällä tasapainotilan ratkaisuun θ̄ = vakio
muotoa

θ̃ = eωt+iκn·x, i =
√−1, κ ∈ R (2)

oleva häiriö ja käyttämällä tämän jälkeen transientin lämmönjohtumisen yhtälöä. Millä ehdoil-
la ratkaisu on stabiili, jos Kmn on symmetrinen?

3. Johda kuvan 1 mukaiselle nelisolmuiselle elementille materiaalisen tangenttijäykkyyden Kmat

ja geometrisen jäykkyysmatriisin Kgeo lausekkeet tasovenymätilassa.
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Kuva 1: Tehtävissä (3) ja (4) tarkasteltava nelisolmuinen elementti.

4. Nelisolmuisen tasovenymätilaelementin alkutilan solmukoordnaatit Xe ja nykytilan solmu-
koordinaatit xe ovat kuvan (1) mukaisesti

Xe =
[ {

X1

Y1

}
...

{
X4

Y4

} ]
=

[
0 1 1 0
0 0 1 1

]
ja xe =

[
0 0.9 1.2 0
0 0 1.2 0.9

]
. (3)

Laske tehtävässä (3) johdetut matriisit Kmat ja Kgeo suorittamalla integroinnit Gaussin 2×2
kaavalla. Materiaalimalli on Neo-Hookelainen, jolle pätee

σij =
µ0

J
(Bij − δij) +

λ0

J
(lnJ)δij , (B = FFT ), (4)

CσT
ijkl = λ′δijδkl + 2µ′δikδjl, λ′ =

λ0

J
, µ′ =

µ0 − λ0 ln J

J
, (5)

missä J = detF on Jacobin determinatti ja λ0 = µ0 = 100.0 ovat materiaalivakioita.
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