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% Fourier-kertoimien numeerinen laskeminen

Jos 1-jaksollisesta signaalista s on saatu havainnot q(j) = s (JN)

j=0,1,...,N —1 ja halutaan laskea Fourie-kertoimien $(k)
approksimaatioita niin voidaan menetella seuraavalla tavalla:
Muodostetaan ensin s:n korvikkeena funktio

5= 3 allow (:- %),

missa py(t + 1) = pn(t) Jja

Jjolloin siis g (JN) =q() =s (JN) kaikilla j. Taman funktion

Fourier-kertoimet ovat

8(k) = 4(k)pn(k).
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Miksi?
Funktion g Fourier-kertoimiksi saadaan
N—1
g = [ S aGw (- 4) o
0 0
J
N-1 27k 1 : J
_ e_$qj)/ o2kt 1) (t—i) dr —
j=0 0
N-1 i27 kj 1-4 .
= e ag) [ e (e
j=0 N
N—1
_M —~ A —~
= > e~ a(j)pn(k) = a(k)pn(k)
j=0
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W @ Jaksollistetut funktiot
Jos s € L1(R) ja siitad tehddin jaksollien funktio s; kaavalla
si(t) =) s(t—j) =) s(t+J)
JEZL JEZ
niin s; € LY(R/Z) ja
si(k) =58(k), keZ.

T&ma ei vilttimattd onnistu jos ainoastaan oletetaan, etti s € L2 (R).

Miksi

Koska e 2™ =1, k, j € Z niin muuttujan vaihdolla t = T + j saadaan

_ J+1 . )
/ e—|27rkt5(t) dt:Z/ e—|27rkts(t) dt:Z/ e_'27rk(T+J)5(t—|—j) dt
R JEZ J JEZ 0

1 1
_ Z/ e—|27'rk7'5(t ‘I‘_I) dt = / e—|27rk7- Zs(t ‘I‘_I) dr.

jez

v
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W Esimerkki jaksollistamisesta
Jos N > 1 ja p € LY(R) on sellainen, ettd p(0) = 1, p(j) = 0 kaikilla
JEZ\10} ja
pn(t) =D p(N(t - )
JEZL
niin silloin py(t + 1) = pn(t), pn(t) =1 kun t = 0 ja py(t) = 0 kun
t=+ jak=12,...,N—1. Lisiksi patee

k
=), kezZ
v () ¥

g 1,
pn(k) = =P
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% % Poissonin summakaava

Jos s € L1(R), s on jatkuva kokonaislukupisteissa ja jono ZJN: _ns(t+))

suppenee tasaisesti kun t € (—6,6) kun N — oo missd § > 0 niin
. - N N_ k n - - .
limpy o0 ZLV:_N s(k) =limysoo D ey N' |s(k) Ja jos esim.

> kezls(k)| < oo jad ,cz|8(k)| < oo niin pitee

keZ keZ

%Huom!

Soveltamalla tita tulosta tyyppid t — s(t —x), t — €'?™ts(t) ja t — s(at)
oleviin funktioihin ja niiden kombinaatioihin saadaan lisaa kaavoja.
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Miksi Poissonin summakaava on voimassa

Kyse on oleellisesti siitd missa mielessa, jos lainkaan, kaanteiskaava
s)(t) =3 ez €27Kt5)(k) pétee kun t = 0.

Olkoon g(t) = limy_,e0 >/ _ s(t + j) jolloin g € LX(R/Z) ja

8(k) = (k). Oletuksesta, ettd jono ZJN: _n S(t+Jj) suppenee tasaisesti
kun t € (0,0) seuraa, ettd g on jatkuva pisteessd 0. Silloin patee

lim (Fn * £)(0) = g(0)
N—oo
. .. F o 1 Sln(Nﬂ't) 2 . k k = /
missa ry = N ( sin(t) ) Ja KOSKa toisaalta
N N
N =1k oro. N — |k|.
(Fuxe)0) = 3 Mo lMaamkogy = 3~ MMy
k=—N k=—N

niin saadaan vdite g:n maaritelmasta. Jos ), ,|s(k)| < oo ja
> kezl3(k)| < oo rajat-arvot voidaan ottaa ja saadaan viite

ZkeZ s(k) = ZkeZ 5(k).
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% Whittaker-Shannonin interpolointikaava
Jos s € L2(R) ja §(v) = 0 kun |v| > 5 niin
s(t) =) s(k)sinc(t— k) teR,
kEZ
sm(7rt)

jost#0jaljost=0.

Jos's € LY(R) ja 3(v) = 0 kun |l/| > § niin's € L?(R) ja oletuksesta s € L*(R) seuraa, etts > kezls(k)sinc(t — k)| < oo

miss3 sinc (t) =

kaikilla t € R.
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% Vaimennetut distribuutiot
S'(R) = { h: h on jatkuva ja lineaarinen funktio: S(R) — C }.

@ Jatkuvuus?

Funktio h : S(R) — C on jatkuva jos lim, . h(¢n) = h(¥) kun ¥, € S(R) ja
iMoso0 W = & eli limp_o0 d(thn, ) = O missé

d(p, ) = Z Z o—(k+m) supteR“k(@(m)(t) — w(’")(t))l

o b 1+ supeg |t*(ot™(t) — ¢m)(1))]

Nain ollen funktio h : S(R) — C on jatkuva jos jokaisella ) € S(R) ja jokaisella
e > 0 on olemassa § > 0 siten etta jos ¢ € S(R) ja d(p,1) < & niin

h(p) = h(¥)| <e
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% Vaimennetun distribuution Fourier-muunnos

Jos h € 8'(R) niin h = F(h) on vaimennettu distribuutio

h(1) = h(x)).

% Huom!

Jotta voidaan osoittaa, ettd h € S'(R) jos h € S'(R) pitdd ensin osoittaa etta
Fourier-muunnos on jatkuva: S(R) — S(R). (Lineaarisuus on melkein itsestadn

selvi asia.)

& Esimerkki

Jos s : R — C on mitallinen ja on olemassa m > 0O siten, etta
Jzls(t)[(1 + [t])~™dt < oo niin voidaan madritelld vaimennettu
distribuutio s_,p (tai pelkistddn s) kaavalla

o(w) = [ s(yu(e)de
R
Jos s_,p(v) =0 kun p € S(R), eli s_,p =0, niin s(t) = 0 menein kaikilla t.
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% % Diracin d-funktio

Voidaan maaritelld vaimennettu distribuutio 0 seuraavasti:

o7 (¥) = (T).

Jos p € LY(R) on sellainen, ettd [, p(t)dt =1, esim. p(t) = e~ ja
merkitdan p,(t) = ap(at) niin

lim /Rpa(t— T)y(t)dt =(T),

a—0o0

Joten 01 on funktioiden p,(t — T) raja-arvo distribuutiomielessa.
Distribuution 6 Fourier-muunnos 67 on maaritelmdn mukaan distribuutio
Jjonka arvo testifunktiolla 1) on

57(w) = 67() = H(T) = /R =27 V() doy,

—i2rTv

eli funktion t — e generoima distribuutio.

o
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% % Diracin J-funktio, jatk.

Funktion p,(t — T) Fourier-muunnos on

[ e tap(a(e ~ T)ae DT [ enire i gy dr
R R

—i2nTva (V
= € p <_) )
a

koska dt = %dT jat= 7>+ T. Kun a — oo saadaan raja-arvona funktio
e =271V koska lima o0 p (%) = P(0) = [ p(t)dt =1 oletuksen mukaan,
jolloin taas nihdain ettd 61:n Fourier-muunnos on funktio e~ TV (tai
taman funktion generoima distribuutio).
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%W Vaimennetun distribuution Fourier-muunnos on jarkevasti
maaritelty!

Jos s € [1(R) tai s € L>(R) niin

— A

s.p=(5)_p eli F(s,p)=F(s)sp.

Miksi?

Jos esim. s € LY(R) niin maaritelman mukaan

Fss0)($) = sp(P) = /R s(£)(1) dt.

Koska sekd s ettd 1) € L1(R) niin kertolaksukaavan nojalla, joka pitee
myos kuin kuin molemmat funktiot ovat neliintegroituvia,

/ s(£)i(r) dt = / 3(6)(2) dt = (8)p(¥).
R R

Ja koska 1 € S(R) oli mielivaltainen, niin vdite seuraa.

v
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% Vaimennetun distribuution derivaatta

Jos h € S'(R) niin sen derivaatta h' mdaaritellidn kaavalla

h (p) = —h(").

Kun todistetaann, ettd h' on vaimennettu on ensin osoitettava, etti derivointi on jatkuva funktio: S(R) — S(R).

Miksi ndin?

Jos s on derivoituva funktio ja on olemassa m > 0 siten, etta

Je(Is(®)[ + [s'()])(1 + |t])~™dt niin s_p ja (s')—p ovat vaimennettuja
distribuutioita ja patee

(©.9)

(550 () = =55 (1) = — / s(£)/(¢) dt

—00

— —Zoos(t)w(t) dt + /OO s'(t)y(t)dt = (s') ().

— 0
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& Operaatioita vaimennetuilla distribuutioilla
Kun s on funktio R — C voimme md&aritelld seuraavat operaatiot:

(Txs)(t) = s(t — x),
(Mys)(t) = e*™¢s(t),
(Cxs)(t) = s(xt) (missd x #0)

Ja ehdosta Lys .p = (Lxs)_p missi L= T, M tai S, niin saadaan
seuraavat maaritelmat vaimennetuille distribuutioille:

(Txh)(¥) = h(T—x),
(Mxh)(w) — h(/\/]ﬂb),

(Gh)(¥) = h (L Cav).

Lisaksi jos ¢ € C®(R) ja supseg (1 + |t]) =M |o(M) ()| < oo kaikilla m
Jollain k(m) niin maaritellaan funktion ¢ ja vaimennetun distribuution h
tulo kaavalla

(eh) (%) = h(ey).

v
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% Fourier-muunnos ja derivaatta
Jos h € §'(R) niin

F(h) = F((—i2rt)h),
F(H) = (i2rt)F(h).

Miksi ?
F(h)' () = =F(h)(¥') = —h(F(¥"))
= —h((i2rt) F(v)) = ((=i2mt) h)(F () = F((—i2mt)h) (),
Jja

F(H) (@) = H(F@)) = —h(F(¥))
= —h(F((—i2rt)y) = F(h)((i2nt)y) = ((i2mt)F(h))(¢)-

v
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% Jaksollisen funktion Fourier-muunnos
Jos s € LY(R/Z) niin s mairittelee myés funktion: R — C siten, ettd
Jels(®)|(1 + [t])~2dt < oo ja silloin

o= 3(k)o,

keZ

missa S(k) on s:n Fourier-kerroin ja d,(v¢) = ¥(7).
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Jaksollisen funktion Fourier-muunnos
Maasritelman mukaan

(©.@)

SH(w) = / s(£)i(2) dt.

— O

Koska ¢ € S niin funktio ¢(t) = >jez U(—t + j) on jaksollinen ja

aarettobman monta kertaa derivoituva. Nain ollen se voidaan kirjoittaa

Fourier-summana _
p(t) =) €™M p(k).
keZ

Koska s on jaksollinen niin

00 R 41 1
/ s(t)w(t)dt:Z/ s(t)@b(t)dt:/O s(t)o(—t) dt

—© jez I

1
=" ¢(m) / e 2 kts(t) dt = 3 @(k)3(k
kez 0

keZ

)7

v
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Jaksollisen funktion Fourier-muunnos, jatk.

missa S tarkoittaa jaksollisen funktion Fourier-muunnos. Toisaalta

oo

1
@(k):/o e—‘%kfzzz(—tﬂ)dt:/ e 2T (—t) dt

jeZ -

— /oo 2Tkt (t) dt = (k).

19 / 36

—00
Nain ollen
oY) = 5(k)y(k),
keZ
eli
o= 5(k)dx.
keZ
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% Aliasoituminen |

Olkoon s jatkuva-aikainen signaali jonka Fourier-muunnos $ € L*(R)
jolloin s on ainakin jatkuva funktio siten, ettd lim;_ s(t) = 0.

Jos nyt otetaan naytteitd s(kAt), k € Z, tasta signaalista niin
Fourier-muunnoksen kaanteiskaavan nojalla ne voidaan esittaa
Fourier-muunnoksen 5 avulla seuraavasti:

s(kAt) = / e2mkA 5(1) dv.
R

Mutta funktio v — e?™KAt on jaksollinen jaksolla Av = Ait joten jos nyt

madritelladn $5 (V) = > ey S(v — jAV) niin

Av

Av
0 2 0
s(kAt) = / e 2mkAt g A, (v)dy = e?mkAt g A, (v)dy.
Av

0 -7
Néin funktio §; p,(v) madrittaa jonon s(kAt) ja painvastoin eikd
Jalkimmaisen jonon avulla ole mahdollista sanoa luvuista 5(v — jAv)
muuta kuin niiden summa.
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Aliasoituminen |, jatk.

Toisaalta jos 5 on nolla tietyn Av-pituisen valin ulkopuolella, niin silloin on
mahdollista rekonstruida signaali lukujen s(kAt) avulla
Whittaker-Shannonin interpolointikaavan (modifikaation) avulla.

% % Aliasoituminen |l

Tarkastellaan seuraavaksi mahdollisimman yksinkertainen signaali eli

s(t) = e?™* jonka taajuus on v ja poikkeuksena edelliseen tapaukseen
otetaan nyt vain N naytettd q(k) = s(tp + kAt), k=0,....N —1. Nama
ndytteet maaraytyvat yksikasitteisesti timan jonon diskreetista
Fourier-muunnoksesta

N—-1 N—1
q(m) = Z e_i%kas(to + kAt) = o—i2m I Ji2mv(to+kAt)
k=0 k=0
N—1
_ e—i27r1/t0 Z ei27rk(VAt—ﬁ).
k=0
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¥ % Aliasoituminen I, jatk.

Funktion e?7t

seuraa, etta

Jjaksollisuudesta ja geometrisen sarjan summakaavasta

Nei27wt0’ jOS ei27r(mod (vAt1)—%) 1’

q(m) = 2o 1 — ei27(Nmod (vAt,1)—m)

| o2r(mod (vAEL)—T) @ MUuten.
Nain ollen ainoa tieto taajuudesta joka saadaan diskreetista
Fourier-muunnoksesta ja siten myds jonosta s(ty + kAt) on mod (vAt, 1)
Jja se ndkyy siten, ettd diskreetti Fourier-muunnos saa itseisarvoltaan
suurimmat arvonsa kun §; ~ mod (vAt, 1).

Muista myés, ettd jokainen vaimennettu distribuutio on trigonometristen
polynomien raja-arvo (tosin aika heikossa mielessd), ja ylld oleva lasku on
my0s sovellettavissa niihin.
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(& Aikataajuudessa rajoitettu signaali on 0"

Ainoa funktio s € L*(R) jolle on olemassa M < oo siten, ettd s(t) = 0 kun
|t| > M ja 5(v) =0 kun |v| > M on s =0.

" Aikataajuudessa rajoitettu signaali on 0"

Olkoon s téallainen funktio. Maaritellddan sen avulla funktio

q(t) = s(4Mt + M) jolloin nihdaan, ettd q(t) =0 kun kun t < —% ja kun
t > 0. Seuraavaksi muodostetaan taman funktion jaksollistus

q(t) = ZJGZ q(t —j) jolle siis patee, ettd q,(t) =0 kun t € [0, 3]. Koska
§(v) = e?"25(Z;) niin §(v) = 0 kun |v| > 4M?. Erityisesti timi
tarkoittaa sita, ettd q,:1la on ainoastaan aarellisen monta nollasta
poikkeavaa Fourier-kerrointa koska q;(k) = G(k). N&in ollen q voidaan
esittad Fourier-summana

q(t) = ) &*™q(k),

k=—m

Ja voimme olettaa, ettd |g(—m)| + |g(m)| > 0 jos s # 0 jolloin q # 0.
v
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" Aikataajuudessa rajoitettu signaali on 0", jatk.

Koska Fourier-summa sisaltaa vain aarellisen monta termia niin q on
ddrettbman monta kertaa jatkuvasti derivoituva ja koska q(t) = 0 kun
0<t< % niin myos kaikki sen derivaatat ovat 0 talla valilla ja
Jjatkuvuuden nojalla myéds pisteessa t = 0 eli

k=—m

Nyt patee limj_oo S p ' i1 (%)J g(k)el?™ t = 0 joten saadaan

fimjsoo((~ 1Y 4(—m) + 4(m)) = 0,

Josta seuraa, ettd g(—m) = g(m) =0 jas =
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% lkkunoitu Fourier-muunnos

Jos s signaali ja w on "ikkuna”-funktio niin s:n w-ikkunoitu
Fourier-muunnos on

F(s. w)(r,v) = /}R MVt (1Y (E = 7) dt.

eli F(s,w)(7,v) = F(sT,w)(v) ja oletetaan, etti w on valittu siten, etta
signaalin s(t) Trw(t) Fourier-muunnos on hyvin maaritelty. (Useimmiten
ikkunafunktio w reaalinen, esim w(t) = e=?t jolloin
kompleksikonjugoinnilla ei ole merkitysta.)

Miksi ikkunointia?

Ikkunoitu Fourier-muunnos antaa jotakin informaatiota signaalin s
sisaltamista taajuuksista lyhyella aikavalilla mutta ei ole suinkaan ainoa
korjausyritys Fourier-muunnoksen heikoimpiin puoliin, jotka liittyvat siihen,
ettd sen arvo tietyssa pisteessa riippuu signaalin arvoista kaikissa pisteissa.

v
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Miksi ikkunointia?
Kuten Fourier-sarjojen kohdalla voidaan todeta, saadaan yleensd parempi
tulos kun signaali rekonstruoidaan Fourier-kertoimista jos kdytetaan

painotettu summa ZkN:_ N N&'k|§(k)ei2”kt kuin jos lasketaan

ZQ’Z_ n 8(k)e?™ t Tissi tapauksessa kaytetdan siis diskreettis

ikkunafunktiota w(k) = N_lel Toisin sanoen, kun lasketaan

Fourier-muunnoksia ja kdanteismuunnoksia voi olla hyva idea kayttaa
ikkunointia kiintealld T:n arvolla (esim. 0) ja valita ikkunafunktioksi esim.

R .
e " miss3 € on pieni positiivinen luku.
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& Esimerkki

Alla olevassa kuvassa on esitetty signaalin s ikkunoidun
Fourier-muunnoksen itseisarvo ikkunafunktiolla w(t) = e™*" missd
s(t) = sin(2x5t) kun 0 < t <1, s(t) =sin(2710t) kun 1 < t < 2 ja
s(t) = 0 muuten.

4¢2
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% Ikkunoidun Fourier-muunnoksen kiinteismuunnos ja energia

Jos w € S(R) (miké on jarkeva valinta) ja sup,cr|s(t)|(1+ [t])™™ < o0
jollain m > 0 niin Fourier-muunnoksen kdanteismuunnoksella saadaan

s(t) = (w(t — 7))t [ e?™ F (s, w)(r,v)dv, jos w(t —T) # 0. Mutta jos
sen sijaan, ettd kddnteismuunnoskaavassa jaetaan w(t — 7):lld kerrotaan
w(t — 7):lla ja integroidaan T:n suhteen saadaan

= L e?™tE (s w) (7, v)w(t — 7)dvdr
()= TarEa o fL & Few e w(e — ) dvd

Koska [o|h(v)[2dv = [|h(t)|?dt ja v — F(s,w)(r,v) on
Fourier-muunnos niin

/R/R|F(S’ W)(T’V)|2dVdT:/R/R|5(t)|2|w(t—7‘)|2dtd7-
= [w()Pdr [ Is()Pdt= | [w(r)Pdr [ [3() dv,
e f e = | lwar |

eli ikkunoitu Fourier-muunnos jakaa signaalin "energian” toisella tavalla
tasoon R?.

v
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@ |kkunoitu Fourier-muunnos konvoluutiona

Maaritelman mukaan

F(s, w)(r, ) = / e PES(tw(t — 7) dt.
R

Oletetaan, etta ikkuna-funktio w € S(R). Seuraavaksi esitetddn funktio

t — e 2™ty (t — 1) Fourier-muunnoksena ja kdanteismuunnoksen avulla

todetaan, etta

e—i2wvtm _ e—i27rl/t/ eiZW(t—T)MW(M) d,U,
R

_ /R e—i27'rt(u—|—1/)ei27r7',u W(,LL) du

ptv=7 / 2Tt =2nT (N Gy = 1) .
R

Nyt w(vy — v) = W(v — ~)ja néin ollen funktio t — e~ 2™tw(t — 1) on
funktion v — e 2" (=MW (v — ~) Fourier-muunnos.
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@ [kkunoitu Fourier-muunnos konvoluutiona, jatk.

Kertolaskukaavan nojalla patee

F(s,w)(r,v) = / 5(v)e P TIW(r — 7) dy = (5% (M-, w))(v).
R

missa siis My (t) = e?™Ea)(t).

Huomaa, ettd kertolaskukaavan kaytto kuten edella edellyttaa etta esim

s € LY(R) tai s € L2(R) mutta vaimennetun distribuution

Fourier-muunnoksen maaritelma on sama kaava joten ylla oleva tulos patee

myds jos s on vaimennettu distrubuutio koska jos h € S'(R) ja ¢y € S(R)

niin (h * 1)(x) on distribuution h arvo testifunktiolla t — 1 (x — t).
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% Diskreetti konvoluutio

Josa:Z — C jab:Z — C ovat esim. sellaisia, ettd } ;. |a(j)| < oo ja
Zj€Z|a(j)| < 00 niin niiden konvoluutio a x b on

(axb)(k) = c(k) = Y a(k — )b(), keZ.
JEZL
Kun tallaisen signaalin Fourier-muunnos on
a(v) = > e 2ma()),
JEZ

niin patee
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(& Diskreetti jaksollinen konvoluutio

Jos signaalita: Z — C jab : Z — C ovat jaksollisia jaksolla N niin niiden
(jaksollinen) konvoluutio a ;b on

(a+sB)(K) = 3 alk— )bL).

Jja patee

¥ % Konvoluutio Ny:ssa
Josa:Z — C jab:7Z — C ovat sellaisia ettd a(j) = b(j) =0 kun j < 0

niin
k

(axb)(k) =) a(k—j)b(j), k=0,

=0

.

ja(axb)(k)=0kun k <0 ja kaikilla k on laskettava ainoastaan aarellinen summa.

v
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% % Konvoluution laskeminen Fourier-muunnoksen avulla
Jos luvut a(j) ja b(j) tunnetaan kun j =0,..., N — 1 ja halutaan laskea

k
(axb)(k)=> a(k—j)b(j), k=0,...,N—1,
j=0

niin voidaan menetelld seuraavalla tavalla: Maaritell3an

_ a(j), j=0,....N—1, _ _ _
a = a =a + 2N), € Z,
2n () {O, i=N,... 2N-—1, 2n () on(J ), J

_ b(j), j=0,...,N—1, _ _ .
ban(j) = {0() Nt ) = b+ 2m), e,

Sitten lasketaan
c= F{,\}(FgN(azN) - Fan(b2n))

jolloin

c(k) = (axb)(k), k=0,...,N—1.




Miksi?
Koska jaksollisten jononjen konvoluution diskreetti Fourier-muunnos on
Fourier-muunnosten tulo niin ¢ = aspy * 5 bopy el

2N-1

c(k) =Y an(k —j)bon(j), k€L
Jj=0

Koska bon(j) = b(j) kun j=0,...,N —1 ja bon(j) = 0 kun
j=N,...,2N —1 niin

Mutta jos nyt 0 < k< N—-1jak+1<j<N—1 niin
—N+1<k—j<—1jolloin N+1< k—j+2N <2N — 1 josta seuraa,
ettd asn(k — j) = aon(k —j + 2N) = 0. Koska lisdksi
an(k—j)=alk —j) kun0<j < k <N —1 niin

v

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) 14. helmikuuta 2014 35/ 36

Miksi?, jatk.

k
ZaQ,\,(k j)b()=> a(k—j)b(j), k=0,...,N—1.
Jj=0

j=0

Jos lisiksi patee a(j) =b(j) =0 kunj > N ja N —1< k <2N — 1 niin

N—1 N-1 k
c(k) =) aw(k—jb()= Y a(k—j)b(j)=> a(k—jb().
j=0 j=k—N+1 j=0

Ja saadaan kaikki konvoluution termit indekseilli k =0,1,...,2N —1 (ja
tassa tapauksessa konvoluutio on O kun k > 2N —1).
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