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Fourier-muunnoksia
o Jatkuva-aikaisen jaksottoman signaalin muunnos:

3(v) = / e 21 dr, v e R.

e Jaksollisen jatkuva-aikaisen signaalin muunnos (kun jakso on 1):
1 .
5(k) = / e k(1Y dt, ke Z.
0

@ Diskreetti Fourier-muunnos (diskreettiaikainen jaksollinen signaali).
N-1 .
N —i2r o
§(m) = e ?™ws(j), meZ.
j=0
@ Diskreettiaikaisen ei-jaksollisen signaalin Fourier-muunnos: §(v) = Zjez efiZ"Vjs(j).
Fourier-muunnos on lineaarinen, eli summan muunnos on muunnosten

summa ja jos signaali kerrotaan luvulla niin muunnoskin tulee kerrotuksi
samalla luvulla.

v
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Eksponenttifunktio ja Eulerin kaava

Eksponenttifunktion maaritelmiksi voidaan ottaa

n

oo
exp = Z o
j=0

N

Ja merkinnin e* perusteluna on kaava e T2 = eZle?,
Vertaamalla sin:n ja cos:n sarjakehitelmiin saadaan Eulerin kaava

e't = cos(t) + isin(t),
missa siis i on imaginaariyksikké s.e. i -i = —1.

Erityisesti patee |e't| = 1, ja €?™% =1, kun k € Z.
Kompleksiluvun z = a + ib kompleksikonjugaatti z on Z = a — ib joten

esim. eit = e~'t. Kompleksikonjugointi on lineaarinen ja multiplikatiivinen

joten pétee esim. [* e 2mts(t)dt = [ e~ s(t)dt
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& % Fourier-muunnos
JOS f ‘ d t << OQ ja s on mitallinen eli jatkuvien funktioiden raja-arvo melkein kaikkialla eli

s € Ll(R) niin

Jos t on aika niin v on taajuus!

% % Fourier-kdanteismuunnos
.7:71(3)(1') = /00 eizm'tfq(l/) dv = .7:(3)(—1“) =" ]:(ﬁ(—w))(t).

Kuten Fourier—muunnoksen maaritelmassa ongelmana tissa (todistamisen
lisiksi) on ettd jos [*°_|$(v)|dv = oo (niin kuin usein kiy) ei ole heti
selvdd mita /ntegraa////a oikein tarkoitetaan mutta sopivilla maaritelmilla

tdhankin ongelmaan I6ytyy hyvia ratkaisuja
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@ % Translaatiot, modulaatiot ja dilaatiot

Jos s € LY(R), p € R ja a # 0 niin

(l/) _ e—i27r1/p§(u)’

(v) =35(v —p),
1 /v

(l/) = ms (;) .

Oletus | 220 Is(t)| dt < oo ei ole tissa yhteydessa oleellinen muulla tavalla kuin ettd Fourier-muunnos on toistaiseksi

gt)=s(t—p) =
h(t) = e?™Pts(t) =
=

3-) 0g)

s

x-)

k(t) = s(at)

mdéiritelty véin tallaisille funktioille!

v
Miksi?
> i t—p=1T1 & H
g(v) = / e—|27wt5(t —p)dt' T E / e—|27r1/(7'+p)$(7_) dr
—63 —00
o0 . . -
— / e—|27w7'e—|271'1/ps(7_) dr = e—|27r1/p§(y)‘
—00
v
% mtune s B2



Translaatiot, modulaatiot ja dilaatiot, jatk.

E(V) — /oo e—i2m/tei27rpts(t)dt — /oo —i2w(v—p)t (t)d — (1/ N P)

2 € . =T, d = 1d‘r 1 SS .
k(v) = / e 12ts(at) dt nErET A e*'2”’”/"s(7') dr

= [ sner= s ().

Huom!

Jos s € LY(R) niin & on jatkuva ja limy,|5(v) = 0 mutta jokainen
Jjatkuva funktio jonka raja-arvo darettomyydessd on O ei ole integroituvan
funktion Fourier-muunnos.
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& % Fourier-muunnos ja derivaatta
Jos D on derivointioperaattori ( d% tai % ) niin
D(F(s))(v) = F((—i2mt)s(t))(v)

ja
F(Ds)(v) = i2nvF(s)(v).

Miksi?
Ylld olevat kaavat patevét, sopivin tulkinnoin, hyvin yleisesti ja jos esim.
1+ 1ths(r) € LL(®) niin VOIdaan derivoida integraalin sisdpuolella jolloin saadaan

D(F(s))(v) = / 9 i2mvtg(yy dp — / =27t _idmt)s(t) dt.
oo AV oo
5amoin jos esim. s ja Ds € 11(R) ja s(t) = 5(0) + Jf Ds(u)du SAAdaan osittaisintegroinnilla

F(Ds)(v) = /Ooei2””ts(t) — /oo (—i2nv)e 2™ts(t) dt = i2nvF(s)(v).

— 50 —00

v
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% Nopeasti vihenevit funktiot

S(R)={s:R— C:seC?R), sup|tks(M ()| < 0o, k,m >0 }.
teR

S(R) sisdltaa siis kaikki darettéman monta kertaa derivoituvat funktiot,
joiden kaikki derivaatat suppenevat kohti 0 nopeammin kuin jokainen
muotoa t—* oleva funktio kun |t| — oo ja kaikki tyyppia tXs(™(t) olevat
funktiot ovat2 myé6s integroituvia. Esimerkkind kelpaa hyvin funktio

ho(t) =g "t

% % Fourier-muunnos ja nopeasti vihenevit funktiot

Fourier-muunnos on bijektio: S(R) — S(R), eli jos s € S(R) niin

5 € S(R) ja jos g € S(R) niin on olemassa tasmélleen yksi s € S(R) siten,
ettd q = s.

Lisiksi patee (i2mv)*D™(F(s))(v) = F (D ((—i2nt)™s(t))) (v) kaikilla
k jam > 0.
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% Konvoluutio
Jos g ja h € L1(R) niin g x h € [*(R) ja
ffooo|(g* h)(t)[dt < f lg( t)|dtf (t)| dt missa

(g +1)(0) = [ &(t—uh(w)d.

ja erityisesti patee

& Approksimointi konvoluutioilla
Jos p € LY(R), [ p(t)dt =1, p,(t) = ap(at) ja s € L}(R) niin

(o)
Jim [ 1s(2) = (pa <)1) ¢t =0
Jja jos lisaksi lim|y o tp(t) = 0 ja s on jatkuva pisteessad t niin

Iingo(pa xs)(t) = s(t).

a—
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% ¥ Kertolaskukaava
Jos g ja h € LX(R) niin

/ﬂ{{é(V)h(V)dl/:/Rg(t)h(t)dt.

Miksi?

Integroimisjarjestyksen vaihdolla saadaan

/g—( )h(v )dy_/R</Re—‘2mg(t)dt> h(v) dv
( / o2yt t)h(u)dt) dv = /R ( /R e—i2mg(t)h(u)dy> dt
:/Rg(t) </Re—i2mh(y)du) dt:/Rg(t)B(t)dt

(&) Kertolaskukaava, erikoistapaus
Jos s ja p € LY(R) niin [, €?™tp(—v)5(v)dv = (p * s)(t).
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% Fourier-kainteismuunnos |
Jos s € LY(R) niin

Iim/
el0 Jr

dt = 0.

s(t) — / 23 (v)e " dv
R

ja
s(t) = lim / e2™t3(1)e~" du
el0 Jr

kaikissa pisteissd t missa s on jatkuva.

% Fourier-kaanteismuunnos |l
Jos s € L1(R) ja 8 € LY(R) niin

s(t) = / 23\ du, ¢ ER.
R
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% Nelidintegroituvat funktiot

Jos s : R — C on mitallinen ja [g|s(t)|?dt < oo niin s € L*(R). Pétee
S(R) C L%(R) mutta L}(R) ¢ L*(R) ja L?(R) ¢ L}(R).

Monissa sovelluksissa [p|s(t)|?dt < oo on signaalin energia tai ainakin

verrannollinen energiaan.

Merkitdzan ||s|| 2gry = ([gls(t)[*dt)>.

M\»—l

@ & Fourier-muunnos ja L?(R) |
Jos g ja h € S(R) niin

/Rg(t)h(t)dt:/Rg(V)h v)dv.
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% @ Fourier-muunnos ja L?(R) Il

Jos s € L2(R) niin on olemassa funktio 3 € L?(R) siten, ettd jos jono
(sn)pz1, sn € S(R) kun n > 1 on sellainen, ettd lim—oc||sn — s 2r) = 0
niin Iim,,_>oo|\§;, — §HL2(]R) = 0. Lisaksi pé’tee HSHLZ(R) = ”§“L2(R) eli

[istat= [ s e

ja jos g ja h € L2(R) niin

/Rg(t)h(t)dt:/Rg(u)h(y)dy.
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% Huom!

Jos s € LY(R) N L2(R) niin § tulee maaritellyksi kahdella eri tavalla,
toisaalta suoraan integraalina koska f € L(R) ja toisaalta raja-arvona
limp_00 Sn, missa s, € S(R), mutta ndma maaritelmit antavat saman
tuloksen.
Jos s € L2(R) niin patee myés
T 2
lim / s(v) — / e 2™is(t)dt| dv=0.
T—o0 R _

T
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% % Diskreetti Fourier-muunnos
Jos N on positiivinen kokonaisluku niin lukujen s(k), k =0,1,...,N —1

diskreetti Fourier-muunnos on

Fu(s)(m) =§(m) = Y e "W's(j), meZ.

%Huom!

o Diskreetti Fourier-muunnos maar/te//aan usein kaavoilla
I 7l'mj e . .
D Py s(j) tai ﬁ§ N s(j). Valittu maaritelma

N £-j=0
vaikuttaa vain siithen missa kohd/ssa muissa kaavoissa luku N esiintyy.
Koska e 2™ = 1 kun j on kokonaisluku, niin Fourier-muunnos § on

Jaksollinen jaksolla N, eli §(m + N) = §(m). On hyédyllistd olettaa
, N — 1 ovat osa jaksollista jonoa

|2Trmj

ettd myds luvut s(j), j=0,1,.
s(j), j € Z missa s(j+ N) = s( ) kaIkI//a_] Silloin diskreetti

Fourier-muunnos voidaan laskea myds kaavalla

s(m) = §2:j1 e7i27vmjs(j) missa jo —j1 = N — 1.
15 /29
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‘% Diskreetin Fourier-muunnoksen kiinteismuunnos
Fn on bijektio N-jaksollisten jonojen vililld ja

— 1/~ 1 i2rmj
s(m) = (Fn'(8)( )= 2_¢ " s0)
j=0
LN LN
= oo NE(=m)= 1> e W §(mod(—j, N))
Jj=0 j=0

eli }—ﬁl = %R]‘—N = ﬁ]:NR missd (RS)(m) = §(—m).

YYFFT

FFT on algoritmi, jolla diskreetti Fourie-muunnos lasketaan kayttien
cN log(N) laskutoimitusta eikd ¢’ N? niin kuin suoraviivainen lasku edellyttaisi.

v
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% Fourier-integraalin numeerinen laskeminen

Olkoon s reaaliakselilla R maaritelty funktio josta tunnetaan arvot
pisteissd ty + jAt, j =0,1,...,N — 1 (missi oletetaan, etti At > 0). Jos
nyt p on sellainen R:lla funktio, ettd p(0) =1 ja p(j) =0 kun j € Z \ {0},
niin funktio

N—1

t—to — jAt
stro + 80 (515

At
Jj=0

toteuttaa ehdot
g(jAt+t0):5(t0+jAt), j:Oa"'vN_]-?

Jjag(to+jAt) =0 kunj<O0taij>N-—1.

Usein on tarkoituksenmukaista vaatia, ettd myos fR p(t)dt =1 ja joskus
voi olla syytéd luopua interpolointiehdosta p(0) =1 ja p(j) = 0 kun j # 0.
Perusidea on nyt, ettd s:n Fourier-muunnoksen sijasta lasketaan g:n
Fourier-munnos ja erityisen hyvin se onnistuu pisteissi mAv, m € 7 missa

AtAV = N
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% Fourier-integraalin numeerinen laskeminen, jatk.

Jos nyt valitaan
a(j) = s(to +jAt), j=0,...,N—1,
niin . .
g(mAv) = Ate 2 mAog(m)p (1), m e L.

Funktion p valinnaksi on monta vaihtoehtoa:

@ Lineaarinen interpolointi: p(t) = max{0,1 — |t|} jolloin
2
(l/) <S|n(7r1/)) '

. 4
o Kuutiosplini-interpolointi jolloin p(v) = (S'“(””)) L

1—% sin(mv)2”

TV

) _ sm(7rt)

@ sinc-interpolointi: p( Jolloin p(v) =1 kun |v| < %ja

p(v) =0 kun |v| >

N
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@ Miksi?

_ 1 .
Koska Av = WAz niin

g(mAu) _ / e—i27rmAutg(t) dt

—00

q(J)/OO e—i27rmAutp<t_t0_jAt) dtt:fo-i-j:At-i-TAt
-0

2

-1

(]

At
J

=N
| o

1 00
—_ q(j)At / e—i27rmAVt0e—i27rmAVjAte—i27rmAuAtTp(,]_) dr
: —00

[
[l
o

oo

N—-1 o
= Ate 2mmAvio 37 o= Jq(j)/ e TN p(r) dr

—00

— At —i2rmAvty 4 ~ (E) )
e a(m)p (

j=0
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(& Jaksolliset funktiot, R/Z jne

@ Funktio s : R — C on jaksollinen jaksolla 1 jos s(t+ 1) = s(t) kaikilla
teR.

e R/Z on ekvivalenssiluokkien {t +n € R : n € Z } muodostama
Jjoukko eli joukko R missd pisteet t ja t + n on samaistettu kun n € 7.

e Jokaista funktiota s : R/Z — C voidaan kasitelld jaksollisena
funktiona s : R — C ja pdinvastoin ja ndin tdssi tullaan tekemaankin.

e VAGlilla [0,1) maaritellystd funktiosta s saadaan jaksollinen funktio
s(mod (t,1)). Tasts seuraa, ettd joukko LP(R/Z) missa joka sisaltidd
kaikki jaksolliset (jaksolla 1) ja micaisee funktiot s, joilla
f01|s(t)|p dt < oo missi 1 < p < oo on sama kuin joukko LP([0,1)),
mutta huomaa, ettd jos s € C(R/Z) eli s on jatkuva ja jaksollinen
niin s on jatkuva valilla [0, 1] ja s(0) = s(1).
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% % Jaksollisen funktion Fourier-kertoimet
Jos s € LY(R/Z) niin

% Huom!

Jos s € LY(R/Z) niin funktioden s ja e ™2™kt jaksollisuudesta seuraa, etta
Fourier-kertoimet saadaan myés kaavoilla

1

§(k):/_2

1
2

. 173 .
e 2kt s(1) dt = / e 127kt 5(£) dt.

—a
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@ @ Jaksolliset funktiot jaksolla T

Jos s:n jakso on T eli s(t + T) = s(t) kaikilla t € R niin funktio
g(t) = s(tT) on jaksollinen jaksolla 1 ja muuttujan vaihdon jalkeen
todetaan, ettd g:n (eli yhtd hyvin s:n) Fourier-kertoimiksi tulee

|27rkt
2 / dt.

(@ Riemann-Lebesguen lemma
Jos s € LY(R/Z) niin

3(0)] < Isllaeyzy k€Z ja lim 5(k) =o.

|k|—o0
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% Huom!

" Fourier-analyysi” perustuu tuloksiin, joiden mukaan ), , 5(k)e
"on" s(t) mutta ongelma on mitd summalla tarkoitetaan. Tietyin oletuksin
ongelmia ei ole, muissa tapauksissa sen sijaan on valittava sopiva tulkinta
tai sitten todistuksista tulee hyvin hankalia.

i2mkt

& Fourier-sarjan suppeneminen, |
Jos s € LY(R/Z) on derivoituva pisteessi ty tai jos pelkastdin

f2% |l |s(t + to) — s(to)| dt < oo niin

N
li i2mkty » k) = ).
i 3 S0 = s(w)
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% Konvoluutio
Jos h ja h € LY(R/Z) niin g *1 h € LY(R/Z) miss3

1

1
(g %1 h)(2) = /0 gt — u)g(u) du = / F(u)a(t — u) du,

0
ja
g %1 h(k) = g(k)h(k), ke Z.

Tavallisesti kirjoitetaan g x h eikd g 1 h jos on selvad minkalaisesta
konvoluutiosta on kyse.

@ Itseisesti suppenevat Fourier-sarjat
Jos Y czlak] < oo niin A(t) = X, oz k€2 € C(R/Z) ja A(k) = ax.
Jos lisiksi s € LY(R/Z) niin

(Axrs)(t) =D akd(k)e™ .

keZ

v
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% Erikoistapaus: Fejerin ydin

. 2
Fu(t) = %(%)  PERAZ,
N, teZ,
missa N=1,2,....
° ﬁ,(k) = max {O, N;,‘kl} , kel
e Fy e C®(R/Z) ja Fy(t) >0, teR.
o [ Fn(t)dt=1.

e Jos s € LY(R/Z), niin limp_s00 f01|(FN x1 5)(t) — s(t)|dt =0 ja jos
s € C(R/Z) niin limpy_o0 sup,er|(Fn *1 5)(t) — s(t)| = 0.
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% % Fourier-sarjan suppeneminen ||

Jos s € C(R/Z) niin
N

. N — 1kl oy iomke
lim sup ————5(k)e“™*" — s(t)| = 0.
i, S k:§_N N (k) ()
ja jos s € LX(R/Z) niin
1 N
: N — 1Kl oy oiomke
Nllnoo/o kE_N Ts(k)e —s(t)| dt = 0.

& % Fourier-muunnos on injektio
Jos s € LY(R/Z) ja 3(k) = O kaikilla n € Z niin s(t) = O meikien kaicita t.

& Fourier-sarjan suppeneminen |lI
Jos's € [MR/Z) ja 3 ,cz15(k)| < oo niin s € C(R/Z) ja
s(t) =D 8(k)e”™, teR.

kEZ
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@ Sisatulo L2(R/Z):ssa
Jos g ja h € L?(R/Z) niin

1
(Fe) = /0 g(t)h(D) dt.

@ [%(R/Z) on Hilbert-avaruus

Jos funktioden sijasta tarkastellaan ekvivalenssiluokkia eli g = h jos ja vain
jos g(t) = h(t) melkein kaikilla t, niin silloin L>(R/Z) on Hilbert-avaruus
eli tiydellinen (eli jokainen Cauchy-jono suppenee) sisituloavaruus (ja
siten "samanlainen” joukko kuin taso R?, jossa sisatulo on

(x,y) = x-y = x1y1 + xo¥2, kun 2:n paikalle tulee oo ja R:n paikalle C).
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@ % Funktiot t — e muodostavat L2(R/Z):n ortonormaalin
kannan

e|27rkt niin

1, m=k,
(em, ex) = {

Jos maritelldan ey (t) =

0, m#k,
ja jos s € L2(R/Z) niin

1 1 )
(s, ex) = / s(t)e2mkt dt = / s(t)e 2kt dt = 5(k), ke,
0 0

ja
s= Z (s,ex) ex = Z?(k)ek.

keZ keZ

v
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@ % Funktiot t — e muodostavat L2(R/Z):n ortonormaalin
kannan

Jos maritelldin ex(t) = e?™< niin

1, m=k,
{em, ex) =
0, m#k,

ja jos s € L2(R/Z) niin

1 1 )
(s, ex) = / s(t)e2mkt dt = / s(t)e 2kt dt = 5(k), ke,
0 0

ja
s= Z (s,ex) ex = Z?(k)ek.

keZ keZ
Jos g ja h € L?(R/Z) niin

/g(t dt—Zg )Yh(k) ja erityisesti /|s |2dt—Z|s
0

keZ kEZ

v
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% ¥ Fourier-sarjan suppeneminen |V

Jos s € L2(R/Z) niin jokaisella ¢ > 0 on olemassa darellinen joukko | C Z
siten, etta jos | C J C Z ja J on aarellinen niin

2

/ e S g(k)e k| dr < e.
0

keJ

Toisin sanoen, sarja suppenee L?>-mielessi ja kun lasketaan yhteen sarjan
termit, jarjestykselld ei ole merkitysta, eli sarja on summautuva. Mutta sen
sijaan sarja ei ole valttimatta itseisesti suppeneva.
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