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VF(Ee ™) (v) =™

Merkitgan ho(t) = e ™™ ja g(v) = ho(v). Fourier-muunnoksen
derivoimissddntojen nojalla patee

g'(v) = F((—i2rt)ho(t)) (v) = iF (=2 t)ho(t)) (v),
F(h))(v) = i2nvF(ho)(v) = i2mvg(v)

Lisaksi patee hj(t) = —2mtho(t) joten

g'(v) = iF((—2nt)ho(t))(v) = iF(h,)(v) = i*2nvg(v) = —2mvg(v).
Téasta taas seruraa, ettd C%e’”’ *g(v) = 0 joten €™ g(v) on vakio ja
erityisesti e g (1) = €™ g(0) = g(0) joten

ho(v) = g(v) = g(0)e ™" = g(0)ho(v).

Koska (olettaen, ettd kiinteiskaava patee kun s ja 5 € LY(R))

ho(t) = F~H(g)(t) = F(g(-v))(t)

= F(g(¥))(t) = g(0)F(ho)(t) = &(0)g(0)ho(t),

niin saadaan g(0)? = 1 josta seuraa, ettd g(0) = 1 koska ho(t) > 0.

V.
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Miksi konvoluution Fourier-muunnos on muunnosten tulo?

/OO e i2mvt </OO g(t— u)h(u)du) dt
=/ h ( / et ug (s u)e_iz’”’”h(u)du> dt
integroimisjéirjestyksen vaihto / o0 ( / 0 e~ 2mt=0) g1 _ y)e- 2T up(y) dt) du
=/ h ( / e g - u)dt> &2 () du
i=gee / h < / ey () d7> &2 (1) du
= ( / h e—‘%wg(f)dT) ( / h e—‘27f”“h(u)du> = g(v)h(v).

Integroimisjarjestyksen vaihto on mahdollinen koska
foo (ffooo|e—i27rv(t—u)g(t _ u)e—i27ruuh(u)| du) dt < oo.

—0o0

y
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Miksi [, €2 k(—v)3(v) dv = (k * 5)(t)?
Funktion h(v) = e?™tk(—v) Fourier-muunnos on
;\1(0.)) — / e—i27rw1/ei2m/tk(_y) dv = / e—i27r(w—t)uk(_y) dv
R R

e / e_izﬂ(t_“’)Tk(T) dr = /A<(t —w).
R

Kertolaskukaavan avulla saadaan nyt

i2mvtp _1)\s(v)dy = )s(v) dv

/Re K(-1)3(v)d /Rm )8(v) d
:/i;(w)s(w)dw://Q(t—w)s(w)dw:(k*s)(t).

R R
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Miksi Fourier-muunnoksen k3inteiskaava on voimassa? L*-funktioiden konvoluutio

p(_y)A( )dv = (p = s)(t) funktioksi p funktio Jos g ja h € L%(R) niin voidaan osoittaa, ettd konvoluutio (g * h)(t) on

Valitaan kaavassa [ e : o . .
pe(v) = e=* jolloin p(~v) = & ja u(w) = YL ho(Yw). jatkuva ja limye|oo(g % h)(t) = 0 era+s < ey mutta on mahdollista, ett

1 2 > % h
Konvoluutioiden approksimaatio—omma/suukSIsta seuraa nyt ettd gxhg L'(R)jagh¢ L*(R) Joten Fog rier-muunnosta lg * h ei voida
limeo [o]s(t) — (B * 5)(£)] dt = 0 ja ettd limo(5. * s)(t) = s(t) jos s on vield méaritells. Mutta koska g ja h € L (R) niin ghel (R) ja tdman
e e b funktion Fourie-muunnos on laskettavissa ja tuloksen pitdisi olla

i2mvt

Jos s lisdksi on integroituva niin —
limejo [p €2™*5(v)e —a? 4y = Jg €2™5(v) dv. gh(t) = (g * h)(—t).

| Taman osoittamiseksi valitaan t € R ja mdaaritellidn q(u) = h(—u — t).
Lo, Silloin

Ylld oleva paattely perustui siihen, etta tiedetaan, ettd funktion
ho(t) = e~™ Fourier-muunnos on hy mutta oleellista on ainoastaan ett
/éydeté'é'n jokin funktio p € L}(R) siten, ettd p € L1(R) ja

= [ B(v)dv # 0 (mika on eri asia kuin ettd p(0) = [ p(t)dt

(I/) — / e—i27ﬂ/sh(_u _ t) du = / e—i2m(—7—t) (7.) dr = e—i27r1/t}‘7(y)7
R

R

o

.. joten
kunnes kaante/skaava on tullut todistetuksi mutta ei sen jalkeen) ja jos 2 S .
- . _. - - - - . . 3 - —lemvl 4 _— & ~
termissd e ~>™Vt vaihdetaan itseisarvoltaan toiseen lukuun timai ei onnistu! | /Re g(w)h(v)dv = /Rg(’/)q(’/) dv.
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@FFT:n perusideat

Diskreetin Fourier-muunnoksen tehokas kaytto perustuu siihen, etta on
mahdollista laskea se nopeasti ja tehokkaasti, mutta jos ldhdetdan
laskemaan suoraan maaritelmdasts joudutaan suorittamaan suurin piirtein
N? laskuoperaatiota. Laskun nopeuttamiseksi voidaan kdyttad esim.
Koska [ £(v)a(v)dv = [, g(u)q(u)du niin seuraavanlaisia ideoita: Olkoon N parillinen luku ja olkoon s N-jaksollinen
diskreetti signaali. Nyt

gh(t) = /R g(u)a(u) du = /R g(u)h(—u — t)du = (g + h)(~1). -

L2-funktioiden konvoluutio, jatk.

Fu(s)(m) = §(m) = 3 e "% s(k)
Huomaa myés, etts jos g ja h € L(R) niin patee tietenkin F(g * h) = gh k=0
mutta silloin tiedetdan ainoastaan, ettd gh € Co(R) ja tdménkin funktion 31 ) 31 anmizi
Fourier-muunnoksen laskeminen ei onnistu suoraan perusmdaaritelmalla. = e N s(2))+ Z e s(2j+1)
» j=0 Jj=0
gil _ i2mmj X gil _i2rmj
N o _i2mm N .
= e 2 s(2j)+e n e 2 s(2j+1)
j=0 j=0
= Fu(s(0:2: N —2))(m) + '2”fN( s(1:2: N —1))(m).

4
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@ FFT:n perusideat, jatkuu

Kun lisdksi muistetaan, ettd Fn(G) on jaksollinen jaksolla % Ja etta
2
_n(m+ B _mm L . .. .
e N~ = —e N niin ndhd3an, ettd kun kirjoitetaan vektorit

pystyvektoreina niin saadaan

5 .7:%(5(0:2:N—2))
Fu(s) = Bu Fu(s(l:2: N=1))|”
missa
/M QM . . i ir2 im(M—1)
BM:[/;’ _QZM] Jja QM:d|ag({1 e M e M ... e M D
2 2
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% Fourier-sarjan suppeneminen, |
1
Jos s € LY(R/Z) ja to on sellainen, ettd [?, ﬁ |s(t + to) — s(to)| dt < o0
niin :
N
li 2wkt o _ )
N,I\I/Irloo Z e 5(k) = s(to)
k=—M
@ Miksi
Maaritelldan ( ) s(to)
s(t+tg) — s(to
g(t) =~
ainakin kun t ei ole kokonaisluku (ja esim. g(t) =0 kun t € Z). Koska
le72mt — 1| > 4|t| kun [t| < L niin g € LY(R/Z) ja Riemann-Lebesguen
lemman nojalla patee lim|_o &(k) = 0.
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@FFT:n perusideat, jatkuu
Jos nyt N =29 ja

Ak = ba—k @ Box = diag([sz, 0500 sz])

niin silloin

]:N(S) = Aqu_l 000 A1PNS
missd Pns on permutaatio vektorista s.
Kun lisdksi huomataan, ettd kun kerrotaan vektoria matriisilla Ay niin
Jjokaisen elementin laskemiseksi on kerrottava yksi elementti
kompleksiluvulla ja tulokseen lisatddn toinen kompleksiluku eli kaiken
kaikkiaan N kertolaskua ja N yhteenlaskua ja kaiken kaikkiaan on siis
laskettava qN kertolaskua ja gN yhteenlaskua. Nopea Fourier-muunnos on
siis todella huomattavasti nopeampi kuin suoraviivainen maaritelman
soveltaminen. Vastaavasti nopeita Fourier-muunnosalgoritmeja on myds
olemassa tapauksissa kun N # 2.
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@ Todistus jatkuu
Koska s(t + to) = g(t)(e™?"t — 1) + s(to) niin

. 1 . 1-tp .
§(k)e?mkt = / e 2rk(t=0) (1) dt = / e 2N E (T + 1) dt
0

1 1 1
_ / e—|27rktf-(t + tO) _ / e—|27r(k+1)tg(t) dt — / e—|27rktg(t) dt
0 0 0

1
I / e 2k F () dt = g(k + 1) — g(k) + F(to)do.x
0

missa 0ok = 1 kun k =0 ja 0 muuten koska fol e 210t dr =1 ja
fol S gy = /Olﬁe_mﬂkt = 0 jos k # 0. Tistd seuraa, ettd jos
—M < 0ja N >0 niin

N

3 5(k)eP™0 = B(N +1) — &(~M) + £(to)
k=—M

Ja vdite seuraa koska limy_00 8(N + 1) = limpy_00 8(—M) = 0.
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