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Gripenberg, Saari

Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskimia tai taulukoita ei saa kdayttid tdssd kokeessa!

1.
(a) Esiti signaalin h(t) = s(4t), t € R Fourier-muunnos / signaalin s Fourier-muunnoksen
5 avulla.
(b) Signaalin s : R — C Fourier-muunnoksesta tiedetdn, ettd $(—v) = —5(v) kaikillav €

R. Mitd voidaan tdmén perusteella sanoa signaalista s? (Voit olettaa, ettd [, |$(v)|dv <
00 ja [ |s(t)]|dt < c0.)

Ratkaisu: (a) Médritelméan mukaan
A . . = z T 1 1
h(v) = / e 2™ h(t) dt = / e s (4t) dt =T / e P™is(r) < dr = —5 (5)
R R R 4 4 \4
(b) Fourier-muunnoksen kéédnteiskaavan nojalla saadaan
s(0) = [ sy = [ s do
R R
s(~w) ; *s(w): . / ei27rtw§(w) dw = —S(t).
R

Jos signaali on reaalinen niin voidaan liséksi osoittaa, ettd Fourier-muunnos on puhtaasti ima-
ginaarinen.

2. Jatkuva signaali s : R — C on jaksollinen jaksolla 1. Milld ehdolla signaali h(t) =

fg s(7) dr on my®s jaksollinen jaksolla 1 ja miki on h(k) esitettyni s:n Fourier-kertoimien
avulla kun & # 0?

Ratkaisu: Koska h(0) = 0 niin vilttiméton ehto sille, ettd h on jaksollinen jaksolla 1 on, ettd
h(1) = fol s(7)dr = 0. Tdm& on myds riittdvid ehto koska s:n jaksollisuuden nojalla

h(t—i—l):/OtHS(T)dT:/OtS(T)dT—i-/ttHS(T)dT

t ] t+1
:/ s(T) d7'+/ s(T) dT+/ s(r)dr
0 t ]
t ] t+1-1
:/ 5(7)d7’+/ S(T)dT+/ s(t)dr
0 ¢ -1

:/Ots(T)dT+/;13(T)dT:/Ots(f)dw/olsmdf:/Ots(f)dfzh(t).



Signaalin / Fourier-kertoimet A(k) kun k # 0 ovat

7 ! 2kt ! ' 1 27kt ! ! 1 27kt
hik) = —lem drdt = — e ™ dr — — e T t)dt
(k) Ae Adﬂf [_mﬁ Aqﬂf A_ﬁﬂe )

1 L 1
= d — S k - S k .
—i27rk/0 S(r)dr =04 580 = g 5)

Kun £ = 0 saadaan (mutta titd ei kysytty)

15(0):/01/;5(7)(17&:/015(7)/: dth:/015(7')(1—7')d7':—/OlTS(T)dT.

(a) Funktio / : R — C on sellainen, etti [ |h(t)|dt < oo, [u|h(v)|dv < oo ja > ez h(j+
v) = 1 kaikilla v. Osoita, ettd h(0) = 1 ja h(k) = 0jos k € Z \ {0}.
(b) Miti tarkoittaa lyhenne FFT?

Ratkaisu: (a) Olkoon £ kokonaisluku. Fourier-muunnoksen kéénteiskaavan ja funktion v +—
'™ jaksollisuuden nojalla saamme

) R j+1 ) . _ . 1 ) .
h(l{?) _ / el27rk1/h<y) dy = Z/ elekuh(V) dv v 2+‘7 Z/ e127rk(w+1)h(w + j) dw
R J jez V0

JET

1 1
=> / e? ™ h(w + j) dw = / 2™ " h(w + ) dw
0 0

JEZ JEZ.

1 .
:/eanz{J“ 0,
0 0, muuten.

(b) Fast Fourier Transform, eli algoritmi, jolla voidaan tehokkaasti laske disktreetin sig-
naalin diskreetti Fourier-muunnos.

4. Signaalista s(t) = sin(279¢) otetaan néytteitd q(j) = s(j - 0.4), 7 = 0,1,...,5999 ja
lasketaan tdmén jonon diskreetti Fourier-muunnos. Suunnilleen milld indeksin 7, 0 < 7 < 5999,
arvoilla luvut |q(j)| ovat suurimmillaan?

Ratkaisu: Koska sin(279t) = (™" — e7'2™) niin timi signaali sisiltdd taajuudet 9 ja —9.
Diskreetin Fourier-muunnoksen kannalta olennaisia ovat luvut mod (0.4-9,1) = mod (3.6,1) =
0.6 jamod (0.4 - (—9),1) = mod (—3.6,1) = 0.4. (Téssi siis mod (z,1) = yjos 0 <y < 1
jax = n+ y missi n € 7Z.) Koska niytteiti on N = 6000 niin diskreetti Fourier-muunnos
saa itseisarvoltaan suurimmat arvot kun j ~ Nmod (vAt, 1) eli tissd tapauksessa kun j =
0.6 - 6000 = 3600 ja 7 ~ 0.4 - 6000 = 2400.




(a) Olkoon ) € S(R) (eli ¢ on #drettdmin monta kertaa derivoituva ja sup, g [t*s™ (¢)| <
oo kaikilla k& ja m > 0). Osoita, ettd funktio v V@Z(V) on funktion ¢t — ﬁﬁ/ (1)
Fourier-muunnos.

(b) Olkoon s(t) = t, t € R. Tastd funktiosta saadaan vaimennettu distribuutio s_,p kaa-
valla s_,p(¢)) = [5 s(t)1(t) dt. Méiritd timén vaimennetun distribuution s_,p Fourier-
muunnos (a)-kohdan tuloksen avulla.

Ratkaisu: (a) Olkoon h(t) = —-¢/(t). Témén funktion Fourier-muunnos on méritelmén mu-
kaan
7 - —i2nut 1 / = —i2nut 1 - —i2mvt) . 1
h(v) = e —'(t)dt = e —(t) — e (—i27v)—(t) dt
oo 127 . 127 oo 127

=v /OO e 2™y (1) dt = vih(v).

o
(b) Vaimennetun distrbuution Fourier-muunnoksen méiiritelmin, (a)-kohdan tuloksen ja
Fourier-muunnoksen kidnteiskaavan nojalla pitee

~

~ ‘ ~ 1
F(= Ds)() = sp() = / O / 201 df = ——'(0).
R R 127
Niin ollen s_,p:n Fourier-muunnos on vaimennettu distribuutio jonka arvo testifunktiolla ) on
——1(0) joten voimme myds kirjoittaa sp = —-d, missd d; on vaimennettu distribuutio

jonka arvo testifunktiolla 1) on 1(0) ja d;, on sen derivaatta..




