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MS-C1420 Fourier-analyysi
Tentti ja vilikokeiden uusinta 12.3.2014

Gripenberg, Saari

Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskimia tai taulukoita ei saa kdayttid tdssd kokeessa!

Kirjoita selvisti jokaiseen paperiin minkéd kokeen suoritat.
Tentin tehtdvit ovat 5 tehtidvii tehtdvista 2, 3, 4, 5, 6, 8.
Uusintavilikokeiden tehtédvit ovat

1.vk: 14

2. vk: 5-8

1. Funktion s Fourier-muunnos on §(v) = e™*". Mairiti funktioiden g(t) = s(4t) ja h(t) =
s(t + 4) Fourier-muunnokset.
Ratkaisu: Funktion g Fourier-muunos on

: o v 1 = o v 1
g(v) :/612“”3(415) dt:/612”44ts(4t)—4dt 4t:T/6127T4TS(T)—dT
R R 4 R 4

Funktion A Fourier-muunnos on
h(V) = / C_iQmItS@ + 4) dt t+4:: T / e—127r1/(7——4)8(7_) dr
R R

—i —i _ i e
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2. Funktiosta s tiedetdin, ettd sen Fourier-munnos on
R 2, 1<v <3,
$(v) =
0, muuten.

Midritd [ |s(t)|* dt ja [g]s(t)] dt.

Ratkaisu: Koska kaikilla funktioilla pitee [g|s(¢)|*dt = [;|8(v|* dv niin tissi tapauksessa
/| (t)?dt = / 2?’dv=4-(3-1)=8.
Jos [, ]s(t)] dt < oo niin § olisi jatkuva ja koska niin ei ole asian laita niin [, |s(t)|dt =

3. Diskreetti jono s on jaksollinen jaksolla 10 ja sen diskreetti Fourier-muunnos s toteuttaa eh-
dots(j) =8(10—3),j =0,1,...,9. Onko jono s reaalinen? Perustele ja muista ettd komplek-
siluku z on reaalinen jos ja vain jos Z = z.



Ratkaisu: Kédinteiskaavan nojalla pétee

Niin ollen seuraa oletuksesta §(j) = §(10 — j) ettd

9

9
s(k‘):1_()z, e’ 5(j) = 10 >_e (10— ) LT
=0 j=0
10 i :
B Z 2 i2rk(m10) 1—05(10) N 1_Om:1 e%é(m) =3 )3 e%é(m) =s(k),

ink(—10)

koskae’ =e~ © = 1jas(10) = §(0) jaksollisuuden nojalla.

4. Funktio s on jatkuvasti derivoituva, jaksollinen jaksolla 1 ja sen Fourier-kertoimet ovat
: k
5(0) =0jas(k) = % kun k£ # 0. Madritd s:n derivaatan s’ Fourier-kertoimet.

Ratkaisu: Miiritelmin mukaan funktion s’:n Fourier-kertoimet ovat
~ 1 1 1
I(k) = / e=i2mht (1) df / emizmht g () _ / (—i2mk)e—27H (1) di
0 0 0
1
= e 2™ 5(1) —es(0) + i27rk:/ e ™M s(t) dt = i2nks(k),
0

koska e~i27% = ¢% = 1 ja s(1) = s(0) jaksollisuuden nojalla. Koska §(k) = ‘=2° niin

k3

~ 0 E=0

§'(k) = 9 an(cpyest 7
{%7 k0.

5. Osoita, etti jos [;|g(t)|dt < cojah(t) =3, , g(t—j)kunt € R niin jaksollisen funktion
h Fourier-kerroin 7 (k) on jaksottoman funktion ¢ Fourier-muunnoksen arvo pisteessi k.
Ratkaisu: Méidritelmén mukaan

1
h(k) :/ e*iQﬂ'kth(t) dt:/ 127rktzg t—] dt Z/ lzﬂ-kt )dt
0
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6. Signaalista s(t) = sin(2n7t) otetaan néytteitd q(j) = s(j - 0.6), 7 = 0,1,...,3999 ja
lasketaan tdmin jonon Fourier-muunnos. Suunnilleen milléd indeksin j, 0 < 7 < 3999, arvoilla
luvut |¢(j)| ovat suurimmillaan?

Ratkaisu: Koska sin(277t) = (e — e7'27"") niin timé signaali sisiltdd taajuudet 7 ja —7.
Diskreetin Fourler—muunnoksen kannalta olennaisia ovat luvut mod (0.6-7,1) = mod (4.2,1) =
0.2jamod (0.6 - (—7),1) = mod (—4.2,1) = 0.8. (Téssi siis mod (x,1) = yjos 0 <y < 1
jax = n+ y missd n € Z.) Koska niytteitd on N = 4000 niin diskreetti Fourier-muunnos
saa itseisarvoltaan suurimmat arvot kun j ~ Nmod (vAt, 1) eli tissd tapauksessa kun j =
0.2 - 4000 = 800 ja 7 ~ 0.8 - 4000 = 3200.

7. Oletetaan, ettd [ [s(t)|? dt < 00 Ja Jelw(t)|dt* = 1 ja ettid s:n ikkunoitu Fourier-muunnos
ikkunafunktiolla w on F(s, w) = [pe 2™ s(t)w(t — 7) dt. Osoita, ettd

//]st TV|2dVdT—/| (v)]*dv.

Ratkaisu: Koska funktio v — F(s,w)(r,v) on funktion t — s(t)w(t — 7) Fourier-muunnos
jokaisella 7 € R jakoska [ |h(v)|>dv = [|h(t)|* dt niin

/R|F(s,w)(7', )2 dy = /Rys(t\w(t—ffdt _ /R|s(t)\2|w(t—7)\2dt.

Jos nyt integroidaan 7:n suhteen ja vaihdetaan integroimisjérjestys niin tuloksena on

/R/R]F(s,w)(T,V)PdVdT:/R/R|5(t)|2]w(t—r)|2dtdr
= [t [t —myearar =" [l [ P auar
RO [isopat = [1s0)Pan

missi taas kiytettiin tulosta, jonka mukaan Fourier-muunnos on isometria joukossa L?(R).

8. Oletetaan, ettd a : Z — C on sellainen, ettd } . ,[a(j)| < oo. Médritellddn vaimennettu
distribuutio b = 3, a(j)d; jolloin siis sen arvo testifunktiolla 1) on >, a(j)¥(j). Madritd
h:n Fourier-muunnos.

Ratkaisu: Vaimennetun distribuution Fourier-muunnoksen miritelmiin nojalla h(v) = k(1))
joten

h(w) = h(d) = S a()idG) = 3 al) / e 2TI() du

- / (Z aU)e‘iQ”"”) (v)dv = / a(v)(v)dv = (a,p)(®).

Téstd nahdidén, ettd h:n Fourier-muunnos on funktion a generoima distribuutio missé a(v) ==
—i27jv
Z] (=Y € a(-] ) .




