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P1. Laske funktion s(t) = el Fourier-muunnos §(v) = [*7_e~™5(¢) dt missd a > 0.
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Ratkaisu: Suoralla laskulla saadaan
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Huom! Todennikoisyyslaskennallinen tulkinta tastd on, ettd jos riippumattomien satunnais-
muuttujien X ja Y jakaumat ovat h, ja hy, niin satunnaismuuttujan X + Y jakauma on sa-
maa tyyppid eli h, ;. Jos tillaisia satnnuaismuuttujia, joilla ei edes ole odotusarvoa, lasketaan
yhteen, ei siis saada raja-arvona mitddn normaalijakautunutta.

P2. Olkoon h,(t) = . Osoita tehtdvin P1 tuloksen avulla, ettd h, * hy, = hgyp.

Ratkaisu: Jos a > 0 ja jos g,(t) = el niin tehtivin P1 nojalla g,(v) = h,. Koska molemmat
funktiot ovat parillisia, niin pitee myos h, = g,. Mutta silloin F(h, * hy) = Gagp = GJatp =
F(hap) ja Fourier-muunnoksen yksikisitteisyyden nojalla saadaan h, * hy = hgyp.

P3. Osoita, etti jos h € S(R) niin A(t) = §(t) missi ¢(t) = h(t). Osoita timén tuloksen ja
kaavan [~ g(t)4(t)dt = [*°_§(v)q(v) dv avulla, ettd

| stnmar= [~ gt gnes®)
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(josta sitten erikoisesti seuraa, ettd [~ |g(t)[*dt = [ |g(v)[*dv.)

Ratkaisu: Fourier-muunnoksen kédédnteiskaavan nojalla pitee

h(t) :/ 2™ h(v)dy, teR.

o0



Koska kompleksikonjugointi voidaan siirtdd integraalin sisdpuolelle niin saadaan

7l) = / 2t (1) dy — / 2 () dy = (t), teR.

> g(v)q(v) dv sijoitetaan §(t):n paikalle h(t) ja ¢(v):n

Jos nyt kaavassa [*°_g(t)4(t)dt = [
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paikalle /(1) saadaan nyt haluttu viite.
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P4. Olkoon s € S(R) ja miritellddn 5(w) = [°°_e “'s(t) dt, eli 27 on jitetty pois ekspo-
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nenttifunktiosta. Mééritd vakiot c; ja co siten, ettd

s<t>:c1/_°° e“'3(w)dw ja /_Do|s(t)|2dt202/00|§(w)|2dw.
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Ratkaisu: Koska S(w) = §(s%) ja s(t) = [°_e*™§(v)dv niin saadaan muuttujanvaihdolla
v = £, jolloin dv = 5= dw,
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s(t) = / e?man's (i) —dw=— e“'5(w) dw,
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joten ¢; = 5-.
Samalla muuttujanvaihdolla saadaan myos

|s(t)]dt = |5(v)|7dv = (—)‘ —dw = — 15(w) ] dw,

s

joten myos ¢z = 5.

P5. Olkoon hy(t) = e™” 4" (e—W). Osoita induktiolla, etti
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hyp = (=1)"h,, n >0,
esim. seuraavalla tavalla:
e Voit olettaa tunnetuksi, ettd hy = hg joten véite patee kun n = 0.
e Kiytd osittaisintegrointia osoittamaan, etti
d
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e Oleta, ettd viite pitee kun n = £ ja kéyti tité oletusta edellisen kohdan tuloksessa niin,
ettd pystyt osoittamaan, ettd viite piatee myos kun n = k-+1 (jolloin siis saadaan viitetty

tulos induktioperiaatteen avulla).

I (v) = 1270k (v)



Ratkaisu: Osittaisintegroinnilla saadaan
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Induktio-oletuksen nojalla saadaan siis

() = 1270 (—i) () — i (=) hy(v))

dv
d 2 dF 2
= —(—i)k+127rl/hk(V) + (—l)k+1£ (e’”’ 56727”/ )
\k+1 w2 dk —2m1? Nk+1 w2 dk+1 —2m? k+1
= (—1)"" (—2mv +27v)e e + (—1)""e s = (—1)"""hgy1(v)

Induktiopdittely toimii ja véite seuraa.




