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P1. Esiti funktiot cos(t) ja sin(¢) funktioiden e’ ja e~ avulla ja laske niiden tulosten avulla

J° e sin(bt) dt kun a > 0.

Vihje: e = cos(t) + isin(t), funktion t — e integraalifunktio on te kun ¢ # 0 myds kun c
on kompleksiluku ja lim;_,.. e® = 0 jos (ja vain jos) Re (¢) < 0.
Ratkaisu: Koska
e = cos(t) + isin(t),
e = cos(—t) + isin(—t),

ja cos(—t) = cos(t) jasin(—t) = — sin(¢) niin laskemalla yhteen ja vihentimilld saadaan

e’ +e " = 2cos(t),

e — e = 2isin(t).

Tastd seuraa, etti

cos(t) = = (e +e7),
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sin(t) =

Jalkimmaisen tuloksen avulla saadaan

> > 1 . .
/ et sin(bt) dt = / — (e*(a*bl)t _ e—(a+bl)t) dt
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e 2™n(t) dt kun h(t) = 1 kun [¢| < 3
ja h(t) = 0 kun [t| > L. Piteeko [* |h(v)|dv < oo? Enti [~ |h(v)]?dv < oo ja
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P2. Laske funktion s Fourier-muunnos h(v) = |

oo ’

Ratkaisu: Fourier-muunnoksen ja funktion h maéritelmistéd seuraa, ettd (s “STPISEA
1 1 .
il(V) _ /2 e i2mt 1 qf = /2 1 e—i2mvt _ 1 (efim/ . eiﬂ'y) _ SIH(WV) ‘
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Usein kirjoitetaan sinc (V) — sin(mv) mutta sinc médritelldsn joskus my6s kaavalla L"V(") .



Jos ffooo|ﬁ(u)| dv < oo niin Fourier-muunnoksen kéinteiskaavasta seuraisi, ettd A olisi
jatkuva, ja koska se ei ole, niin ffooo|ﬁ(1/)| dv = .

Sen sijaan pitee kylli [*°_|h(v)?dv < oo ja limy) . h(r) = 0 koska |h(v)| <
min{1, ﬁ}

P3. Olkoon (kuten tehtévissd P2) h(t) = 1 kun |¢t| < 5 ja h(t) = O kun [t| > 3.
(a) Laske funktio ¢(t) = (h* h)(t) = [°°_ h(t — 7)h(7) d7. (Tarkastele erikseen tapaukset
t<—-1,-1<t<0,0<t<1ljat > 1)
(b) Laske ¢(v) kéyttden hyvéksi tulos jonka mukaan konvoluution Fourier-muunnos on te-
kijoiden Fourier-muunnosten tulo ja tehtdvin P2 tulosta.

Ratkaisu: (a) Miiritelmin mukaan [l = To}xeu (v) snersep
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jakoska [t — 7| > L kun |¢| > 1ja|7| < 3 niin néhdéén , ettd ¢(t) = Okunt < —1tait > 1.
Nytt—7>—Skun7t <t+ijat—7<ikun7T>t—1Jos—1<t<Onint+3<1
jat —3 < —3 joten
t+3
q(t):/ ldr=1+¢t, —1<t<0.

o=

JosO<t§1niint+%>%jat—§ —%joten

q(t):/ ldr=1-t, 0<t<l.
t

Ndin ollen
0, lt] > 1,
q(t) =<1+t —-1<t<0,
1—-t, 0<t<1.
(b) Koska konvoluution Fourier-muunnos on tekijoiden Fourier-muunnosten tulo niin
tehtdavin P2 tuloksen perusteella

,  sin(mv)?
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P4. Funktion g Laplace muunnos méiritelldén kaavalla

L)) = [ e gl a

Esitd Laplace-muunnos Fourier-muunnoksen avulla, ja anna kidédnteiskaava Laplace-muunnokselle
kayttden hyviksi Laplace-muunnoksen arvot £(g) (o + iy), y € R. Voit olettaa, ettd timi funk-
tio on integroituva.

Vihje: Funktio v — L(g)(c + i27v) on tietyn funktion Fourier-muunnos. Esitd timi funktio
Fourier-muunnoksen kéénteiskaavan avulla.



Ratkaisu: Mairitelman mukaan
L(g)(oc+i2mv) = / e_igw”te_”tg(t) dt = g,(v),
0

missi g,(t) = e 7"g(t) kun t > 0ja g,(t) = 0 kun ¢ < 0. Fourier-muunnoksen kéinteiskaavan
avulla saadaan (olettaen, etti tarvittavat oletukset ovat voimassa)
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e 7lg(t) = 9a(t) = [ P L) (o + i20)

ja kun kerrotaan molemmat puolet e*:114 ja tehdédin muuttujan vaihto 27 = y saadaan (koska
dv = Ldy)
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P5. Osoita, etti jos s on direttomin monta kertaa derivoituva ja sup,g|t’s*) (t)| < oo kaikilla
j.k > 0, (jolloin merkitddn s € S(R)) niin 275*) (1) on funktion (—1)*(i27)F~7 4> (ths(t))
Fourier-muunnos esim. seuraavalla tavalla:

(a) Miéidrittele funktio g;x kaavalla g; ,(t) = (—1)*(i2m)¥ 7 & (¢*5(1)) ja osoita osittaisin-

tegroinnilla, ettd ;1 (v) = vg;_1x(V).

(b) Esitd g;(v) funktion go 1 (v) avulla.

(c) Laske 3 (v).

(d) Kiyti hyviksi kohtien (b) ja (c) tuloksia.
Huom! Timin tuloksen avulla voidaan osoittaa (mikd ei kuulu tdhin tehtiviin), ettd jos s €
S(R) niin myés § € S(R) osoittamalla, etté jos s € S(R) niin [~ _[t/s¥)(t)] dt < oo kaikilla
j. k>0,
Ratkaisu: (a) Osittaisintegroinnilla sadaan:

Filv) = [ e eakian I (slo) a

_ /Ooei2m/t(_1)k(i2,ﬂ.)kj c(li;__l (tks(t))
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0o ' . dj_1 —
+/ eﬂ%uty(_l)k(ﬁw)kﬂﬂm (tks(t)) dt = I/gj—l,k(l/).

(b) Induktiolla saadaan g; 1 (v) = 17/ go x(v).
(c) Siirtdmaélld derivointi integraalin alle todetaan, etti

o0

0 (y) = / e 2™ (—i2nt)Fs(t) dt = gor(v).
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(d) Yhdistamalla (b) ja (c) kohtien tuloksia saadaan
V3 () = vigor(v) = ga(v),

ja saadaan haluttu viite.




