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I1. Vi antar att antalet telefonsamtal som kommer till ett servicenummer under en
tidsperiod med lingden T' dr Poisson-fordelat med parametern AT sa att det under en
minut kommer i genomsnitt 20 samtal och antalen samtal under disjunkta intervall &r
oberoende.

(a) Vad ér vintevardet av antalet samtal under en timme?

(b) Vad &r sannolikheten att tidsintervallet mellan tva samtal dr lingre &n 4 sekunder?

(c) Vad #r sannolikheten att det under en timme kommer mera dn 1300 samtal?
Anvand normalapproximation!
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Losning: (a) Antalet samtal under en minut &r POiSSOH—féI‘Z&e(iaQE me@ngrgr%ze ern §O

eftersom parametern dr vantevirdet. Eftersom det finns 60 minuter i en timme sa &r
antalet samtal under en timme Poisson-fordelat med parametern 60-20 sa att vintevérdet
blir 1200.

(b) Om antalet samtal under varje tidsperiod med lingden T har fordelningen
Poisson(AT) och antalet samtal under disjunkta intervall &r oberoende sa har tidsin-
tervallet mellan tva samtal fordelningen Exp(\) och vilket i detta fall betyder att A = 20
med enheten —= eller 3 med enheten <. Om X ~ Exp()) sé dr Pr(X > a) = e vilket
beEyder att tidsintervallet mellan tva samtal &r langre dn 4 sekunder med sannolikheten
e 3 =0.264.
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(c) Enligt den centrala gransvirdessatsen géller (X)

v/ Var(X)

summa av "tillrackligt” manga oberoende slumpvariabler med &ndlig varians. Poisson-
fordelningen uppfyller detta villkor da A ar ”tillrickligt” stort och i detta fall &r E(X) =
Var(X) = A = 1200. Detta innebér att

~q N(0,1) om X &r en
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>
V/Var(X) V1200
X —EX
=Pr ¥ > 2.8868 | ~ 0.0019462.
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Det exakta svaret ar ca. 0.0020733 sa approximationen ger helt rétt uppfattning om
storleksordningen pa sannolikheten.

I2. Antag att (X,Y) dr normalférdelad dér X dr lingden i cm av en population av barn
och ungdomar i aldern 5 — 20 ar och Y &r fotstorleken ocksa i cm. Métningar har visat
att vi kan anta att véntevirdena dr E(X) = 147 och E(Y) = 22, standardavvikelserna
ox = 14 och oy = 2 och korrelationen pxy = 0.85. Bestdm sannolikheten for att en
person i denhér populationen som &r 160 cm lang har en fotlingd pa hogst 21 cm.

Ledning: Om (X,Y) dr normalférdelad sa ir (Y| X = x) ~ N(uy+p2%(v—px), (1—p*)o3,).
L0070 ~ :IeAg



Lésning: Eftersom (X,Y') dr normalfordelade sa &r (Y| X = x) ~ N(uy +p2= (z—px), (1—
p*)o?) sa att Y:s fordelning nir X = 160 &r

2
Y ~N (22 +0.85 - (160 — 147), (1 - 0.852)4> = N(23.579,1.11).

Detta betyder att

Y —23.579 < 21 —23.579
v111 V111

Pr(Y < 21|X = 160) = Pr< ‘ X = 160>

= Pr(Z < —2.448) ~ 0.007.

I3. En bank har lanat hundra miljoner till tva olika kunder A och B och néir banken
sdljer sina lanefordringar till olika investerare sa gor den tva paket a och 8 av lanen pa
foljande séatt: Den som koper paketet o som har hogre riskniva far hundra miljoner om
bade A och B betalar tillbaka sina lan medan den som koper paketet 5 som har lagre
riskniva far hundra miljoner om atminstone en av lantagarna A och B betalar tillbaka
sitt lan. Lat X vara en slumpvariabel som far viardet 1 om A betalar tillbaka sitt lan och
annars 0 och lat Y vara en slumpvariabel som far viardet 1 om B betalar tillbaka sitt lan
och annars 0. Antag nu att Pr(X =1) =Pr(Y =1) = 0.95.

(a) Berdkna sannolikheten for att den som kopt paketet « forlorar sina pengar och
sannolikheten att den som kopt paketet § forlorar sina pengar om X och Y ar
oberoende.

(b) Berikna samma sannolikheter som i punkt (a) om man antar att korrelationen
mellan X och Y &r 0.6.

(¢) Hur manga procent storre eller mindre &r dessa sannolikheter i fallet (b) én i fallet

(a)?
Ledning: I bada fallen behéver man sannolikheterna p;; = Pr(X =14,Y =j) dai,j €

{0,1} och i (b)-fallet kan du rikna ut py; med hjélp av definitionen av korrelationen efter
att du forst rdknat ut vantevirdena och varianserna av X och Y.
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Losning: Lat Pr(X =4, Y = j) = p;; dér i, j € {0,1}. Dessutom vet vi att Pr(X =1) =
Pr(Y = 1) = 0.95 ja Pr(X = 0) = Pr(Y = 0) = 0.05.
(a) Néar X och Y &r oberoende sa ar

Poo = 0.05 - 0.05 = 0.0025,
pi1 = 0.95-0.95 = 0.9025,
P1o = por = 0.05 - 0.95 = 0.0475.

Koparen av paketet a forlorar sina pengar med sannolikheten
Pr(X =0eller Y =0)=1—p;; =1—0.9025 = 0.0975,
och koparen av paketet [ forlorar sina pengar med sannolikheten

Pr(X =0jaY =0) = py = 0.0025.



(b) Om X och Y inte ér oberoende sa vet vi atminstone att

Poo + Po1 = poo + p1o = 0.05,
Po1 + P11 = p1o + p11 = 0.95,
E(X)=E(Y) =0.95,
Var(X) = Var(Y) = 0.05 - 0.95 = 0.0475.
Om nu korrelationen mellan X och Y &r 0.6 sa géller
6 — E(XY) - E(X)EY) _ pn —0.9025
v/ Var(X)Var(Y) 0.0475

av vilket foljer att

pi = 0.9025 + 0.6 - 0.0475 = 0.931,
Por = pio = 0.95 — 0.931 = 0.019,
poo = 0.05 — 0.019 = 0.031.

Dethér betyder att koparen av paketet o forlorar sina pengar med sannolikheten
Pr(X =0eller Y =0) =1—py; = 0.069,
och koparen av paketet § forlorar sina pengar med sannolikheten
Pr(X =0o0ch Y =0) = pyp = 0.031.
(c) For paketet med hogre riskniva minskar sannolikheten att forlora pengarna med

0.069
100 - (1 — m) = 29.2% medan for paketet med ldgre riskniva okar sannolikheten att
0.031

0.0025

forlora sina pengar med 100 - ( — 1> = 1140%.

I4. Antag att X ~ N(0,1) och att Y = WX dér W é&r en diskret slumpvariabel sa att
X och W ir oberoende och Pr(W = —1) =Pr(W =1) = 1.
(a) Bestdm Y':s fordelningsfunktion genom att rdkna ut Pr(Y < t) och bestdm
Cor(X,Y) genom att rdkna Cov(X,Y).
(b) Visa att X och Y inte ar oberoende.
(c) Varfor foljer det av det av resultaten i punkterna (a) och (b) att (X,Y’) inte &r
normalfordelad (vilket visar att for att (X,Y") skall vara normalférdelad réacker det
inte att X och Y &r det)?

Ledning: Héndelsen {Y < t} dr unionen av de disjunkta hédndelserna {X < t, W = 1}
och {X > —t, W = —1}, anvéind antagandet att X och W &r oberoende och det faktum
att 1 — Fyo1)(—t) = Fxo1)(t). For att ridkna korrelationen behover du bara réikna ut
E(XY), igen anvinda antagandet att X och W &r oberoende och komma ihag hur man
rdknar vantevérdet av tva funktioner av oberoende slumpvariabler. I punkt (b) kan du
anvéinda héndelserna A = {X < —2} och B = {|Y| < 1} och da récker det att undersika
vilka av hiandelserna A, B och AN B som har positiv sannolikhet.

Losning: (a) Eftersom X och W &r oberoende och eftersom for en N(0, 1)-fordelad slump-
variabels férdelningsfunktion Fy(o) géller (pga. symmetrin) 1 — Fyo,1)(—t) = Fno,1)(t)



sa far vi
Pr(Y <t)=Pr(WX <t)=Pr(-X <t,W=-1)+Pr(X <t,W=1)

=Pr(—X <t)Pr(W =—-1)+Pr(X <¢)Pr(W =1) =Pr(X > —t)% +Pr(X < t)%

1

1
= 5(1 — Ixeo)(=t) + Fxon(t)) = §(FN(0,1)(t) + Fxo,)(t) = Fro(t),

sa att Y ~ N(0,1).
Eftersom W och X &r oberoende sa géller E(g(W)h(X)) = E(g(W))E(h(X)) for alla

funktioner g och h sa att
E(XY)=EWX?) =EW)E(X*) =0-1=0.

Detta betyder att Cor(X,Y) = 0.

(b) Om A = {X < =2} och B = {|Y| < 1} sa ér Pr(4) = Fyo(—2) > 0,
Pr(B) = Fxeo1)(1) — Fxoy(—1)) > 0 men AN B = () eftersom W = %1 och dédrmed
Y| = | X]| sa att 0 = Pr(A N B) # Pr(A) Pr(B). Detta innebér att A och B och dérmed
X och Y inte &r oberoende.

(¢) Om (X, Y) skulle vara normalférdelad sa skulle det f6lja av Cor(X,Y) = 0 att X
och Y &r oberoende, men eftersom de inte dr det sa ar inte heller (X, Y") normalférdelad.

I5. Antag att en viss sorts lampor fungerar under en tid som &r exponentialférdelad
med parametern A och att dessa livslangder hos olika lampor &r oberoende av varandra.
Antag ocksa att da en lampa gatt sonder byts den genast ut mot en ny (hel) lampa. Antag
nu att det sker exakt ett sadant lampbyte i tidsintervallet [0,7]. Vad &r da fordelningen
av tidpunkten for detta lampbyte?

Ledning: Lat X, vara livsldngden for den forsta lampan (det édr en foljd av exponenti-
alfordelningens egenskaper att livsldngden av den lampa som anvénds vid tidpunkten 0
kan rédknas fran denna tidpunkt) och Xy livsldngden av foljande lampa sa att den forsta
lampan byts ut vid tidpunkte X och den andra vid tidpunkten X+ Xs. Uttryck med hjalp
av X1 och Xy hdndelserna A = {”den férsta lampan byts senast vid tidpunkten t”} och
B = {"i intervallet [0,T] sker exakt ett lampbyte”}. Fordelningsfunktionen for tidpunk-
ten for det forsta lampbytet dr da Pr(A|B) vilket du skall rdkna ut. Kom ocksa ihag
hur sannolikheter som Pr(X € (a,b], Y € (A(X), B(X)]) kan rédknas (i dethér fallet med
B(X) = o0).

Losning: Lat X; och X5 vara Exp()\) fordelade och oberoende. Héndelsen ”i intervallet
[0, T] sker exakt ett lampbyte” kan skrivas som {X; < T, X; + X5 > T’} och héndelsen
”den forsta lampan byts senast vid tidpunkten ¢” som {X; < t}. Nu skall rikna ut

PT(X1§t|X1§T,X1+X2>T), OStST
Héndelsen (X; < ¢, X; < T, X;+Xs > T) ar densamma som héndelsen (X; < ¢, X;+X5 >
T) om vi antar att t < T. Eftersom Pr(X, > T — 5) = e 27 =%) g4 ar

t
Pr(X, <t, X+ Xo>T)=Pr(X; <t, X, >T — X)) = / e AT \e ™ s
0

t
= )\e_’\T/ ds = de Mt
0



Genom att siitta in ¢t = T far vi ocksa Pr(X; < T, X1 + Xo > T) = Ae MT 54 att

PI‘(Xl < t,Xl <T, X1+ X5 > T)
PI'(XI S TW7 X1 + X2 > T)

PI'(Xl S t‘Xl S T, Xl + X2 > T) =

CdeMt ot

T AT T
Av detta kan vi dra slutsatsen att om det sker exakt ett lampbyte i intervallet [0, T sa
ar detta byte jamnt fordelat i detta intervall.




