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I1. En kédpp med lingden 6 (meter) delas i tvd delar sa att den ena delen har langden X och
den andra lingden 6 — X ddr X 4r en slumpvariabel som dr jamnt fordelad i intervallet [0, 6].
Bada delarna delas i mitten och av delarna bildas en rektangel med sidoren %X och %(6 - X).
Bestim vintevirdet av arean av rektangeln. Ar det en god idé att uppskatta vintevirdet genom
att ta vintevirdet av X som virdet pa X?
Ledning: Anvind dig endast av tithetsfunktionen for X och formeln for vintevirdet av en funk-
tion av en slumpvariabel och rikna alltsa inte ut tithetsfunktionen eller fordelningsfunktionen
for arean!
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Losning: Arean av rektangeln dr X - 1(6 — X) = 1X(6 — X) och vi skall allts rikna
ut E(3.X(6 — X)). Eftersom X ir ér jamnt fordelad i intervallet [0, 6] ér dess tithetsfunktion
fx(t) = % da 0 <t < 5 och 0 annars. Vintevérdet blir darfor

E(1X(6-X)) = i/jt@—t)édt
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Det ir inte en god idé att uppskatta véintevirdet genom att ta vintevirdet av X som vérdet pa X
eftersom vintevirdet av X som dr 3 ger maximivérdet av arean.

I2. Du reser pa solsemester till Ologa, dir sannolikheten att solen skiner @r p och du har
bestdmt att du far hem genast nir du har tillbringat » > 1 soliga dagar dér. Anvénd foljande
resonemang for att hirleda ett uttryck for sannolikheten att du stannar n dagar i Ologa om
du antar att hdandelserna “Dagen j ér solig” ar oberoende for alla j (och denna sannolikhet &r
alltsa virdet av frekvensfunktionen for den negativa binomialfordelningnen i punkten n med
parametrarna p och 7 dvs. fNeeBin(p,r) (n)):

(a) Lat A vara hindelsen “Du tillbringar n dagar i Ologa”, B hiandelsen “Dag nummer n dr
solig” och C' hiandelsen ”Av de n — 1 forsta dagarna dr r — 1 soliga”. En av kombin-
tionerna av hiandelser A och B, A och C, eller B och C ir sidkert oberoende? Vilken ar
det?

(b) Uttryck héndelsen A med hjilp av hiandelserna B och C.

(c) Bestim Pr(B) och Pr(C).

(d) Bestim Pr(A).

Losning: (a) Handelserna B och C' dr oberoende eftersom vi antar att hindelserna "Dagen j ar
solig” @r oberoende men varken héndelserna A och C' eller A och B dr oberoende.
(b) Om dag nummer 7 &r solig och av de foregande n — 1 dagarna » — 1 dagar har varit

soliga sa har du efter dag nummer n upplevt » — 1 + 1 = r soliga dagar och reser hem, dvs.
A=BnC.



(c) Enligt antagandet dr Pr(B) = p. Eftersom héndelserna "Dagen j &r solig” ir oberoen-
de och har sannolikheten p for alla j sa far vi Pr(C) med hjdlp av binmoialférdelningen och

pecr= (" N 0 g,

(d) Eftersom B och C' ér oberoende och A = B N C sa giiller

Pe() = Pr(BC) = Pr(5) Pr(C) = (" )= (U

I3. En kommitté har 7 kvinnliga och 6 manlig medlemmar. Av dessa viljs slumméssigt med-
lemmar till en arbetsgrupp, en i taget, tills det finns 3 kvinnor i arbetsgruppen. Vad ér sannolik-
heten att det da finns 5 personer i arbetsgruppen, 3 kvinnor och 2 mén?

Ledning: Rikna forst ut sannolikheten att da det valts 4 medlemmar till arbetsgruppen sa bestar
den av 2 kvinnor och 2 mén.
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Losning: Om slutresultatet ér att det finns 5 personer i arbetsgruppen sa maste det i valts ™
kvinnor och 2 min da det valts 4 personer eftersom den sista som véljs dr en kvinna. Om alltsa

A = {”Arbetsgruppen bestar av 5 personer” }
B = {”Av de 4 forsta valda dr 2 kvinnor och 2 mén” }
C' = {”Den femte som viljs dr en kvinna” }.
sddr A= BN C sdatt vi far
Pr(A) = Pr(BNC) = Pr(C|B) Pr(B).

o )6

Nu ar

”Vilj 2 kvinnor bland 77| - |’Vilj 2 min bland 6”
”Viilj 4 personer bland 13”| B (13)
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Om vi forst har valt 2 kvinnor och 2 min sa finns det kvar 5 kvinnor och 4 mén och da &r
sannolikheten for att den nésta som viljs dr en kvinna
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I4. Antag att livslingden for en viss komponent i en maskin dr exponentialfordelad och antag
ocksa att 90% av dessa komponenter inte fungerar efter 60 dagar. Hur manga ganger maste man
i genomsnitt byta ut denna komponent mot en ny under ett ars tid (om man alltsa byter den
genast da den gatt sonder), dvs. vad dr véntevirdet av antalet byten?

och vi far
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Ledning: Rikna forst ut parametern tor exponentialférdelningen genom att anvinda uttryc-
ket for fordelningstunktionen och kom sedan ihdg sambandet mellan exponential- och Pois-
sonfordelningen (vilket sidger att sambandet mellan den genomsnittliga livsldngden och antal
byten ar enklast tinkbara just for exponentialférdelningen).

V1 ~ IeA
Losning: Om X ~ Exp(\) sa ér dess fordelningsfunktion Fy(t) = Pr(X <t) =1 — e_§.
Eftersom Pr(X < 60) = 0.9 sa ar
log(0.1)
60

Om nu X &dr oberoende Exp\)-fordelade slumpvariabler, 77 > 0 och Y = max{k > 0 :
Xi+Xo+ ... X, <T}sagiller Y ~ Poisson(AT) och E(Y) = AT.Om T = 365 sa dr Y
antalet byten som maste goras under ett ar och vintevirdet av Y &r —% - 365 = 14.007.

09=1—eM" = ) \=— = (.038376.

I5. Antag att vikten av fiskar som fangats dr N (1, 02)-férdelad. Alla fiskar vars vikt dr hogst a
ges at kattorna. Bestdm medianen av viktfordelningen av de fiskar som inte ges at kattorna och
ge ditt svar med hjélp av parametrarna p, o, a och N(0, 1)-fordelningens fordelningsfunktion
Fx(o,1) och dess inversa funktion.

Ledning: Hilften av de fiskar vars vikt dr storre dn a viger mindre dn den median som skall
bestimmas och hilften viger mera. Kom ocksa ihag att Fy(, »2)(t) = Fxo,1) (t%‘) och att arean
under tithetsfunktionen i ett intervall dr sannolikheten for att slumpvariablen far sitt virde i
detta intervall.
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Losning: Om X idr vikten av en fisk sd giller enligt antagandet X ~ N(u, 0?) sd att
N(0,1).

Om medianen av vikten av de fiskar som viger mera dn a dr b sa foljer det av definitionen
av medianen (och av det faktum att X &r en kontinuerlig slumpvariabel) att

Pr(a < X <b) =Pr(X >0).
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Av detta foljer att
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Pr(X >b) = éPr(X >a) = 5(1 —Pr(X <a)),

sa att
Pr(X <b)=1-
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X <a)) = J(1+Pr(X <a)).
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Eftersom X < b om och endast om




och medianen ar
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