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Vad ar sannolikhet?
o Relativ frekvens vid upprepningar: Om en fabrik tillverkat 1000 000
exemplar av en produkt av vilka 5015 har nagot fel sa ar
sannolikheten for en felaktighet 0.005

o Andelen fall d3 ett nagot férekommer: Om i en urna finns 6 svarta
och 4 vita kulor och man slumpmassigt valjer en kula sa ar
sannolikheten att den ar svart & = 0.6.

o Ett matt pa hur troligt man anser nagot vara: "Sannolikheten for
hard vind imorgon 4r 70%.”
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% % Sannolikhet, hindelser, utfallsrum

@ Mangden av alla tankbara resultat av ett "experiment” eller ett
"slumpmdassigt forsok” ar utfallsrummet, ofta betecknat med €.

@ Elementen i utfallsrummet, dvs. enskilda resultat av experimentet ar
elementarhdndelser.

e Handelser ar delmiangder av utfallsrummet och ndr man sager att
hdndelsen A intraffar, menar man alltid att nagon elementarhandelse
som hér till A intraffar.

@ Fér varje handelse A C Q finns det en sannolikhet Pr(A).

@ Sannolikhetsfunktionen skall uppfylla foljande villkor:
* 0 < Pr(A) <1 for varje handelse A.
* Pr(Q) =1.
* Pr(U A) =>"7 Pr(A) om AiNAx =0 d3 j # k.
D3 géller ocksa féljande:
* Pr(0) =0.
* Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AnN B).
*x Pr(Q\ A)=1-Pr(A).
* AC B= Pr(A) <Pr(B).
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% % Oberoende

Handelserna A och B ar oberoende ifall
Pr(AN B) = Pr(A) - Pr(B),
och handelserna A;, j € J ar oberoende om
Pr(A, NA,N...NA;,)=Pr(A;) -Pr(Ay) ... - Pr(A;,)

alltid da jx € J, k=1,...,m, j, # jo dd p # q.

@ Obs!

Om handelserna A;, j € J ar oberoende s3 ar A;, och Aj, oberoende da
Jp # jk men om A; och A;_  ar oberoende for alla j, # jix sa behdver inte
handelserna A;, j € J vara oberoende.
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¥ % Betingad sannolikhet
Den betingade sannolikheten fér hiandelsen A givet hindelsen B ar

Pr(AN B)

Pr(AIB) = ~5 gy

d3 man antar att Pr(B) > 0.

D3 héndelsen B ar given kan man begransa utfallsrummet fran Q till B och rakna
om sannolikheterna for handelserna AN B som ar delmangder av det nya
utfallsrummet.

¥ % Produktregeln fér betingad sannolikhet
Av definitionen for betingad sannolikhet féljer den sk. produktregeln

Pr(AN B) = Pr(A) - Pr(B|A),
och mera allmant
Pr(A1 MN...N Ak) = Pr(Al) . Pr(A2|A1)
. PI’(A3|A1 N A2) I PI’(Ak|A1 MN...- ﬂAk_l).
o et 20155/ 4




© Total sannolikhet
Om U_ 1 A; =Q, AiN Ay =0 dd j # k och Pr(A;) >0ddj=1,...,n s giller

Pr(B) = Z Pr(A;) - Pr(B|A)).

Varfér? Eftersom B = BN Q = U1 BNA; och(BNA)N(BNA)=0dij+#ksiirPr(B) =34 Pr(BnN A;j) och

enligt definitionen ar Pr(A;) - Pr(B|A;) = Pr(B N A;).

o

¥ % Bayes formel

Om U Aj = Q, AN Ay =0 d3 j # k, Pr(B) > 0 och P(A;) >0,
j=1,...,n sa galler

Pr(Ak) . Pr(B|Ak)

Pr(Ac|B) = .
>_i—1 Pr(Aj) - Pr(B|A;))
Varfor?
Pr(AcN B
Pr(Ax|B) = M, Pr(Ay) - Pr(B|A) = Pr(AcN B) och
Pr(B)
> "Pr(A)) - Pr(B|A)j) = Pr(B).
j=1
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% % Klassisk sannolikhet och kombinatorik
Antal fall da A intraffar
Totala antalet mojliga fall

Pr(A) =

Man antar alltsa att varje elementarhandelse ar lika sannolik och
problemet blir att bestamma hur manga element det det finns i
utfallsrummet Q0 och hur manga av dessa hér som till mangden A.

% % Produktprincipen

Om i en urvalsprocess finns k steg och i steg j finns n; alternativ,
oberoende av vilka val som gjorts i tidigare steg (men vikka aiternativen sr kan bero ps valen)
sa ar det totala antalet alternativ

ng-np-...-nNgk.
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% Permutationer, binomialkoefficienter etc.
@ Om det i en mangd finns n element kan dessa ordnas pa
n=1.-2-3....-(n—1)-n,
olika satt. (Kom ihdg: 0! = 1)
@ Om man ur en mangd med n element valjer k element och beaktar i
vilken ordning elementen valjs, kan detta goras pa

n.(n—l)-...-(n—k+1):(nj—!k)!

olika satt.

@ Om man ur en en mangd med n element viljer en delmidngd med k
element, dvs. inte beaktar i vilken ordning elementen valjs, kan detta

goras pa
ny n!
k) kl(n— k)’

olika sitt. Av dethar foljer att om ett experiment upprepas n ganger
sa att handelser vid olika ganger dr oberoende 55 é.r SannO/ikheten fOI’ att hé.ndelsen A

5 o ° n—k
intréffar exakt k ganger (}) Pr(A)%(1—Pr(A))" .
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¥ % Plocka kulor med eller utan aterlaggning

Antag att i en urna finns s svarta och v vita kulor och att vi plockar n
kulor ur urnan.

Om vi for varje kula noterar vilken farg den har och sedan lagger den
tillbaka i urnan sa anvander vi aterlaggning. Sannolikheten att vi
plockar en svart kula ar =, och for en vit 4r den - s3 att
sannolikheten att vi plockar k svarta och n — k vita i en viss given

k n—k
ordning ar ( S jv> ( Sj;\/) och da ar sannolikheten att vi plockar k

svarta och n — k vita i vilken ordning som helst

() (5) ()

Om vi daremot inte anvander aterlaggning sa kommer sannolikheten
att vi plockar en svart kula att bero pa vilka kulor vi redan plockat
och sannolikheten att vi plockar k svarta och n — k vita ar

(0) - (2)
(")
olika satt och n — k vita bland v vita pa (nik) olika satt.

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) MS-A0509 Grundkurs i sannolikhetskalkyl oct 6 februari 2015 10 / 34

eftersom vi kan plocka k svarta bland s svarta pa (f{)




% % Slumpvariabler och férdelningsfunktioner

En (reell) slumpvariabel (eller stokastisk variabel) dr en funktion
X : Q2 — R (allts3 inte egentligen en variabel) dar ) ar ett utfallsrum for ett
experiment i vilken en sannolikhet dr definierad och {w € 9 X(w) < t} r en hindelse for

allat € R.
Om X ér en (reell) slumpvariabel s3 ar dess (kumulativa)

fordelningsfunktion funktionen
Fx(t) =Pr(X <t)=Pr({we Q: X(w) <t}).
En funktion F : R — [0, 1] ar en férdelningsfunktion om och endast om
@ 0< F(s)<F(t)<1ldis<t,
@ limi,_o F(t) =0 och lim;_, F(t) =1,
@ lims_,+y F(s) = F(t) di t € R.
Néar F ar en fordelningsfunktion for X sa galler dessutom att
@ F(t)— F(s)=Pr(s< X <t)dis<t,
@ lims,;— F(s) =Pr(X < t),
@ limg_yey F(s) — limsi— F(s) = F(t) — lims—:— F(s) = Pr(X = t).
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& Obs!
Uttryck som X <t och X < t ar formellt sett inte hdndelser (dvs.

delmangder i £2) men man skriver oftast Pr(X < t) istallet for det langre
uttrycket Pr({w € Q: X(w) < t}).

¥ Oberoende slumpvariabler

De (reella) slumpvariablerna X;, j € J definierade i samma uttatisum dr oberoende om
hidndelserna { X; < a; }, j € J ar oberoende fér alla a; € R, j € J och da
dr ocksa hindelserna { X; € A; }, j € J oberoende for alla soer mangder A;.

% En slumpvariabels sannolikhetsfordelning

Slumpvariabelns X : 2 — R sannolikhetsfordelning (eller bara férdelning)
adr sannolikhetsfunktionen Prx(A) = Pr(X € A) dara c R ar ssdan att

{w € Q:X(w) € A} iren hindelse dVS. mangden reella tal ar utfallsrummet och
sannolikheterna for dess handelser definieras med funktionen Prx. Om
slumpvariabelns X férdelning ar tex. den sk. normalférdelningen med parameterna
uoch s> S3 Skriver man dess fordelningsfunktion som Fy, »2) istéllet for Fx.
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% % Diskreta slumpvariabler
En (reell) slumpvariabel X ar diskret om det finns en mangd A C R och
positiva tal fx(a), a € A s3 att

Fx(t) =) f(a).

a<t

acA
Detta innebar att Pr(X = a) = fx(a) ddac Aoch ) .. fx(a) =153 att
Pr(X ¢ A) = 0 och mangden A innehéller hogst numrerbart manga element och vi kan anta att fx(t) = 0dit & A.
Funktionen fx ar frekvensfunktionen eller sannolikhetsfunktionen for X.

Fx fx

o——

T [ 1 |
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¥ % Kontinuerliga slumpvariabler

En slumpvariabel X ar kontinuerlig om fordelningsfunktionen ar
kontinuerlig, dvs. om Pr(X = a) = 0 fér alla a € R. Oftast antar man
anda att slumpvariabeln X har en tathetsfunktion fx s3 att

Fx(t) :/t fx(s)ds.

— 0

Detta innebar att fx(s) > 0 och [ fx(s)ds = 1.

Fx (b)
Fx // fx

Fx(a)

a b a b

Pr(a < X < b) = Pr(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a) = /b () ds.

v
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% % Vintevarde

Om X ar en diskret slumpvariabel med frekvensfunktion fx sa ar dess
vantevarde
E(X) =) aPr(X =a)=)afx(a),
a a

och om X ar en kontinuerlig slumvariabel med tathetsfunktion fx sa ar
dess vantevarde

E(X) = /_OO sfx(s) ds,

I bada fallen forutsatt att summan eller integralen existerar (dvs 5, afx(a) < o
eller 3°, glalfx(a) < oo och [ tfy(t)dt < oo eller fgoo|t|f(t) dt < 00), i annat fall skriver man
E(X) = NaN och siger att slumpvariabeln inte har nigot vantevirde.
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% % Vantevardet av en funktion av en slumpvariabel

Om X ar en diskret slumpvariabel och g ar en mswar funktion sa ar
E(g(X)) =) g(a)Pr(X =2a)=> g(a)fx(a)
a a

och om X ar en kontinuerlig slumpvariabel med tathetsfunktion fx sa ar

(©.@)

Ee(X) = | el9)f(s)ds
Om g(t) =1dat e A och g(t) =0 annars (och d3 skriver man ofta
g =14) sa ar

E(g(X)) = Pr(X € A),

dvs. ocksa sannolikheter kan skrivas som vantevarden.
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% % Varians och standardavvikelse
Om slumpvariabeln X har ett vantevirde sa ar dess varians

Var(X) = 0% = E((X - E(X))Z),

och dess standardavvikelse 4r on

D(X) = ox = +/Var(X).

(Observera att variansen aldrig dr negativ!)

Fordelen med standardavvikelsen ar att den har samma enhet som X och
att D(aX) = |«a|D(X) dd « dr ndgot reellt tal medan

Var(aX) = a®Var(X) och Var(X) har enheten m?> om X tex. har enheten
m (men variansen har andra stora férdelar).
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¥ % Viantevardet ar linjart och monotont

Ifall X]_ och X2 ar tva S/umpvariab/er (definierade i samma utfallsrum), SOIT har andllga
vantevarden och c; och ¢ ar reella tal sa ar

E(C1X1 S C2X2) = C1E(X1) + CQE(XQ),
och om dessutom Pr(Xy < Xp) =1 sa ar
E(X1) < E(XR).

En foljd av dethar ar att (dar 1 ar en slumpvariabel som fir virdet 1 med
sannolikheten 1)

Var(X) = E((X — E(X))?) = E(X* — 2XE(X) + E(X)?)
= E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)?E(1) = E(X?) — E(X)?.
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% % Variansen av summan av tva slumpvariabler

Ifall X1 och X> ar oberoende slumpvariabler (detinierade i samma utfalisrum) S8 ar
Var(ci X1 + Xo) = cfVar(X1) + c3Var(Xo),

om c¢1 och ¢ ar reella tal och i allmanhet (férutsatt att varianserna ar
dndliga) géller

Var(ci X1 + oXo) = cVar(Xy)
+2c10E((X1 — E(X1))(X2 — E(X2))) + c3Var(X).

v
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% Kvantiler

Antag att X ar en slumpvariabel med fordelningsfunktion Fx och
O0<p<l

o Om Fx har en invers funktion s3 ar x, = Fy '(p) slumpvariabelns X
och dess fordelnings p-kvantil.

@ [ allmanhet ar x, en p-kvantil ifall
Pr(X < xp) < p < Pr(X < xp),
Pr(X > x,) <1—p <Pr(X > xp).
@ Medianen ar en 0.5-kvantil.

@ Kvantilerna ar inte nédvandigtvis entydiga men de existerar alltid.

Ofta véljer man som p-kvantil mittpunkten pa intervallet med alla
p-kvantiler.

0.9
0.5- ,/ X0.4 € [—1, ].]

| | | Xqg =2, q¢€][05,0.9]
—1 1 2

y
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% % Kvantiler, forts.

| manga berakningar i statistik bildar vi forst en "testvariabel” U, vars
fordelningsfunktion Fy och tathetsfunktion fy vi kdnner till (dtminstone
approximativt). Sedan bestammer vi tal a och b s3 att Pr(U < a) = p;,
och Pr(U > b) = pp dar vanligtvis p, = pp men ibland &r det ena talet 0.
Om férdelningsfunktionen Fy; har en invers funktion s3 far vi

a:Fal(pa) och b= F;(1— pp)

1 —pp fu

ﬁ Pa Pb
Pa

a | b

Med hjalp av dessa tal a och b och definitionen av testvariabeln kan vi
sedan rakna ut det vi verkligen ar intresserade av.
Ifall U som hér ar kontinuerlig sa dr Pr(U < a) = Pr(U < a) och
Prla<U<b)=Prla<U<b)=1—p,— pp.
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¥ % N&gra viktiga diskreta slumpvariabler och deras fordelningar

@ Jamn diskret fordelning: Pr(X = x;) = % i =1,2,...,0 ochman antar att
Xj #x; d& i #j.
@ Bernoulliférdelning X ~ Bernoulli(p), 0 < p < 1:
o Pr(X=1)=p, Pr(X=0) = (1 — p) dvs. X(w) =1 déw € AC Q och X(w) = 0 d3
w € Q\ A dir Pr(A) = p.
o E(X) = p och Var(X) = p(1 — p).
@ Binomialférdelning X ~ Bin(n,p), n>0,0<p < 1:
n

o Pr(X =k) = (k)pk(l—p)”_k, k=0,1,...,n.

o X &r summan av n oberoende Bernoulli(p)-fordelade slumvariabler,
dvs. experimentet upprepas n ganger med oberoende resultat och
hédndelsen A, med sannolikheten p intriffar X ganger.

o E(X) = np och Var(X) = np(1 — p).

@ Poisson-fordelning X ~ Poisson(A), A > 0:

k
o Pr(X:k):e_’\%, k=0,1,2,....

o F&s som gransvirde av binomialférdelningen di n — oo och np — \.
o E(X) = Var(X) =\

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) MS-A0509 Grundkurs i sannolikhetskalkyl oct 6 februari 2015 22 / 34




% % Nagra viktiga diskreta slumpvariabler och deras fordelningar, forts.

@ Hypergeometrisk fordelning X ~ HyperGeom(N,r,n) 0 < n,r < N:
r\ (N—r
(k) (o)
(n)
© Om man plockar n kulor ur en urna som innehaller r vita och N — r

svarta kulor sa ar X antalet vita kulor man plockat.

O E(X) = %, Var(X) = % . NIVr ) %:,i,

o Pr(X = k) =

o Geometrisk foérdelning X ~ Geom(p):
o Pr(X =k)=(1-p)1p, k>1.
o Ett experiment upprepas tills handelsen A med sannolikheten p har
intrdffat och X ar antalet upprepningar.
o E(X) = % och Var(X) = 1.

@ Negativ binomialférdelning X ~ NegBin(p,r), 0 <p<1,r>1:

o Ett experiment upprepas tills handelsen A med sannolikheten p har
intraffat r ganger och X ar antalet upprepningar, dvs. X ar summan av
r oberoende Geom(p)-férdelade slumpvariabler.

—1
o Pr(X =n) = (n 1)pr(l —p)"".
r —
< E(X) = é, och Var(X) = %.
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¥ % N&gra viktiga kontinuerliga slumpvariabler och deras fordelningar
e Likformig kontinuerlig férdelning (dar —oco < a < b < 00):

1
— a<t<b
fx(ty=¢ b= == =7
x(1) {o, t<a eller t>b.

E(X) = 3(a+ b) och Var(X) = (b — a)°.
o Normalférdelning X ~ N(u,0?):
1 w2

fX t) = e 202
(t) oV 2T

E(X) = p, Var(X) = 02, och Fy(,.02)(t) = Fno) (52).
@ Exponentialférdelning X ~ Exp(\), A > 0:

de M >0
fx(t):{e <o Fx(t)=1—e?, t>0.

0, t <0,
1 1
E(X) = 3 och Var(X) = 2

Observera att som parameter ofta anvands vantevirdet | = %
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% % Sambandet mellan Poisson- och exponentialférdelningen

@ Kunder anlander till en servicepunkt med oberoende och
Exp(\)-férdelade intervall om och endast om antalet kunder som
kommer inom ett intervall med langden T ar en slumpvariabel som
har en Poisson(AT)-férdelning och antalet kunder som anldnder inom
disjunkta tidsintervall 4r oberoende.

@ [ detta fall 4r vantevardet langden av tidsintervallet mellan tva

ankomsttider X och vantevardet av antalet kunder som anlander

inom ett tidsintervall med langden T ar AT.
e 0m.. <T_1<Tog< Ti<Ty<...sagiller
o Uap = |{J: Tj € (a,b] }| dr Poisson(A(b — a))-férdelad da a < b och
U(ar,by] 0¢h Uga, b,) ar oberoende om (a1, by] N (a2, bo] = 0
om och endast om
o Tjt1 — T; oberoende och Exp(\)-fordelade fér alla j.
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%Summan av tva oberoende slumpvariabler mm.

@ Antag att X och Y ar tva oberoende slumpvariabler sa att X har
tathetsfunktionen fx och Y har fordelningsfunktionen Fy . (Motsvarande

resultat géller ocksd d3 X &r diskret.)

@ Om a < b och A(s) < B(s) for allas € R s3 ar

b
Pr(X € (a,b], Y € (A(X), B(X)])= / £ (s) Pr(Y € (A(s), B(s)]) ds

b
_ / x(s)(Fy(B(s)) — Fy(A(s))) ds.

@ Slumpvariabelns X 4+ Y férdelningsfunktion ar
Fxiy(t)=Pr(X+Y <t)=Pr(X € (—oc0,), Y <t—X)

= /OO fx(s)Pr(Y <t—s)ds = /OO fx(s)Fy(t —s)ds.

— 0 — 00

@ Om Y har tiathetsfunktionen fy sa har X + Y tathetsfunktionen
sy (t) :/ fe(s)Fy (£ — 5) du.

— 0
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%% Centrala griansvirdessatsen

Ifall slumpvariablerna X1, X5, ... ar oberoende och har samma fordelning
s§ att E(X;) = u och Var(X;) = 02, j = 1,2,..., s§ géller

Rl X XX
2

~a2N(0,1) didn— oo,

o2 no

n

dvs.

’7_ X: —n . t 1
lim Pr(zf_l = F < >_FN(01)( )‘”/ e 2% ds.

n—o0o no —00 27T

% % Normalapproximation

Om X ar summan av "tillrackligt” manga oberoende slumpvariabler med

X —E(X
andlig varians s3 ar X~ E(X) ungefar N(0, 1)-férdelad.
v/ Var(X)
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% Tvadimensionella slumpvariabler och férdelningar

e Ifall Q2 ar ett utfallsrum pa vilket en sannolikhetsfunktion ar definierad
s ar (X,Y): Q — R? en tvidimensionell slumpvariabel med
fordelningsfunktion Fxy(s,t) = Pr(X <'s,Y < t) utsatt are

{w € Q: X(w) <5, Y(w) <t} &ren mingd fér vilken sannolikheten dr definierad.

e En tvadimensionell slumpvariabel (X,Y') ar
diskret och den har frekvensfunktionen
fey (a, b) ifall fxy (a, b) > 0 fér alla a och b, h it ‘ l' |

>, 3 fior(a,b) = 1 och
Pr(X = a,Y = b) = fxy(a, b) fér alla a och b.

@ En tvadimensionell slumpvariabel (X,Y') ar
kontinuerlig och har tathetsfunktion
fxy (s, t) ifall fxy(s,t) > 0 fér alla s och t,
7o o5 fxy (s, t)dsdt =1 och

Fxy (s, t)= [ f fxy (u, v)dudv
for alla s och t.
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(& Marginalférdelningar

o Ifal/ fXY(a, b) ar frekvenSfunktionen for den diskreta tvidimensionella

slumpvariabeln (X, Y) sa 4r marginalfrekvensfunktionerna for
slumpvariablerna X och Y

fx(a) = Pr(X Z fxy(a,b) och
fr(b) =Pr(Y = b) =" fxy(a,b).

o /fall fXY(S, t) ar tathetsfunktionen for den kontinuerliga tvidimensionella
slumpvariabeln (X, YY) sa 4r marginaltathetsfunktionerna for
slumpvariablerna X och Y

O o
fie(s) = / fov(s, t)dt och fy(t) = / ey (5, ) ds.
—00 — 0 )
G famari 2015 3934

& Vantevarden

Om (X, Y') ar en tvadimensionell slumpvariabel och h(x,y) &r en mtar
funktion sa ar

E(h(X,Y)) EZ (a, b)fxy(a, b),

da (X, Y) &r en diskret slumpvariabel och summan existerar och

h(X Y / / (s, t)fxy (s, t)dsdt,

da (X, Y) ar en kontinuerlig slumpvariabel med tahetsfunktion och
integral existerar.
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¥ % Oberoende slumpvariabler

@ Om (X,Y) ar en tvadimensionell slumpvariabel (diskret eller
kontinuerlig med tathetsfunktion) si géller

X och Y ar oberoende < fxy(x,y) = fx(x)fy(y).

@ Om X och Y ar oberoende och f och g ar mawara funktioner sa galler
E(7(X)eg(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

¥ % Kovarians och korrelation
@ Kovarians ds var(x) < oo och Var(Y) < oo
Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).
@ Korrelation eller korrelationskoefficient:

Cor(X,Y) = oS, , —1<Cor(X,Y)<1
v/ Var(X)Var(Y)

d3 0 < Var(X) < oo och 0 < Var(Y) < oco.

@ Om X och Y &r oberoende dr Cor(X,Y) =0 men om korrelationen
dr0 s3 ar X och Y inte nédvandigtvis oberoende, om inte (X, Y) ar
normalfordelad.
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% Betingade fordelningar

e Ifall (X,Y) ar en diskret tvadimensionell slumpvariabel med
frekvensfunktion fxy(a, b) eller en kontinuerlig tvadimensionell
slumpvariabel med tathetsfunktion fxy (s, t) sa ar

fxy(a, b) .
fyix(bla) = ————=, da f 0
vx(bla) = XL d () >0
den betingade frekvensfunktionen respektive tiathetsfunktionen for Y
givet X = a.
> bfy|x(bla) eller

° E(Y|X:a):{ -
J=o tfyx(t]|a) dt
e E(Y|X) ar en slumpvariabel sa att E(Y|X)(w) = E(Y|X = X(w)) d3
w € Q.
e E(E(Y|X)) =E(Y).
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% % Den tvaddimensionella normalférdelningen

@ Slumpvariabeln (X, Y) dr normalférdelad om varje linjarkombination
aX + BY ar normalférdelad.

@ Om (X,Y) ar normalférdelad sa dr ocksd X och Y normalférdelade,
dvs. X ~ N(ux,o%) och Y ~ N(uy,c%).

@ Om (X,Y) ar normalférdelad och Cov(X,Y) =0 (s3 att ocksa
pxy = Cor(X,Y) =0) s3 ar X och Y oberoende.

@ Om (X,Y) ar normalférdelad, 0§< > 0, a%, >0 ogh pxy # 1 s3 ar
B <t—uy—nyg—§(S—Mx)>

fyix(t]s) = 1 e 7y V1-pky dvs.

\/%O'Y\/ 1_p§(y

(Y1X =) ~ N (1 + pxy (s = 1x), (1 = Py )% )

och motsvarande resultat galler for (X|Y = t).

@ /fall (X, Y) &r normalférdelad, ai >0, U%/ > 0 och pxy # =£1 sa har (X, Y) tathetsfunktionen

N =

1 ((r—;;x)2+(u—;;y)2 _2ny(f—ux)(u—uy))
fxy (t, u) = L. At=rxy) \ X oy XY
27ro‘Xcry\/1—pXY
y
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¥ Obs!

o Om (X,Y) ar en slumpvariabel s att X ar normalférdelad och Y ar
normalférdelad sa ar inte slumpvariabeln (X, YY) nédvandigtvis
normalférdelad.

@ Om X och Y ar oberoende normalférdelade slumpvariabler sa ar
(X, Y) normalférdelad.

o Om X; ~ N(,uj,af), j=1,...,n ar oberoende s3 ar
> j=1GXj~N (Zf:l Gk Zf:l C_]'20-_12)'

@ " Tillbaka till vintevirdet”

Om (X, Y) ar normalférdelad s3 att X och Y har samma férdelning
N(u, 02) och korrelationskoefficienten pxy = Cor(X,Y) # %1 s5 giller

E(YIX =5) — | = lpxvlls — pl < |s — pl.

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 6 februari 2015 34 / 34



	Sannolikheter
	Oberoende
	Betingad sannolikhet
	Bayes formel
	Klassisk sannolikhet och kombinatorik

	Slumpvariabler
	Väntevärde
	Varians
	Kvantiler
	Viktiga diskreta fördelningar
	Viktiga kontinuerliga fördelningar
	Centrala gränsvärdessatsen

	Tvådimensionella slumpvariabler och fördelningar
	Kovarians och korrelation
	Normalfördelning


