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W Exempel: Momentmetoden

Av slumpvariablen X har vi fatt féljande observationer 0.46, 0.20, 0.19,
0.09, 0.46 och 0.16. Vi har skal att tro att X dr Exp(\)-férdelad men vi
kanner inte till parametern \. Hur kan vi uppskatta, dvs. estimera \?
Eftersom vi vet att E(X) = } s r det naturligt att rikna medelvirdet av

de observerade vardena och vi far
6
1 1
X == = —(0.46 + 0.20 + 0.19 4+ 0.09 + 0.46 + 0.16) = 0.26
%= ; = (046 4 0.20 4 0.19 + 0.09 + 0.46 + 0.16) :
och sedan anvinda detta tal istallet for E(X) i formeln E(X) = % s5 att vi
far estimatet

>

2 1
A= —~3.8.
0.26 38

For exponentialférdelningen kan vi alltsa som estimator for parametern
.. 1
anvanda <

Denhar estimatorn dr inte vantevardesriktig eftersom E(%) > \ men da n
vaxer narmar den sig det riktiga vardet, dvs.

limn oo Pr(|A = (£ 20721 Xj) | >€) =0 for alla e > 0.
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& Exempel: Maximum-likelihood metoden mm

Du anlander till en frammande stad och pa flygfaltet ser du tre taxibilar
med numrorna 57, 113 och 758. Hur manga taxibilar finns det i denhar
staden?

Vi antar att att det finns N taxibilar med numrorna 1,2, ..., N och att
sannolikheten att en taxibil pa flygfaltet har nummer j ar % for alla
j=12...,N.

Om vi anvinder momentmetoden sa skall vi rakna vantevardet av en

slumpvariabel X som ar jamnt férdelad i mangden {1, ..., N} och det ar
E(X) = Zf\lﬂ I % = N(Ql,\Tl) = Ngl, sa att N = 2E(X) — 1. Sedan raknar

vi medelvirdet av observationerna x = (57 + 113 + 758) = 309.33 och
som estimat f3r vi N = 2 -309.33 — 1 ~ 618 vilket ir ett for litet antal.
En annan méjlighet ar att anvinda maximum-likelihood metoden: Om
antalet taxibilar ar N s3 ar sannolikheten % att vi ser bilen med nummer
57. Samma sannolikhet géller fér bilarna med nummer 113 och 758,
férutsatt att N > 758 f6r annars ar sannolikheten QO att vi ser en bil med
nummer 758.
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& Exempel: Maximum-likelihood metoden mm, forts.
Dethar betyder att

—, N > 758
L(N) = Pr(”Du ser numrorna 57, 113 och 758") = ¢ N3’ =
0, N <T758.

I enlighet med maximum-likelihood metoden valjer vi estimatet N s5 att
likelihoodfunktionen L(N) far ett sa stort viarde som mdjligt, dvs. i detta
fall N = 758.

Motsvarande resultat galler ocksa mera allmant, dvs. om X1, Xo, ..., Xy ar

ett stickprov av en slumpvariabel som ar jamnt férdelad i mangden
{1,2,..., N} (eller i det kontinuerliga fallet i intervallet [0, N|) sa ar
maximum-likelihood estimatet av N

N = max(Xl,Xg, 50 c ,Xk).

Detta &r inte ett vintevérdesriktigt estimat for det ar klart att E(N) < N
men vad dr E(max(Xy, Xo,...,Xk))?

v
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Exempel: Maximum-likelihood metoden mm, forts.

Nu ar Pr(max(X1, X2,..., Xk) <m)=Pr(X; <m,j=1,...,k) = (%)k
1\ k

av vilket féljer att Pr(max(X1, Xa,...,Xx) = m) = (%)k — (25t)" och
vantevardet blir

En foljd av detta ar att

k k
— N<E X1.X.,....X — N+ 1.
| < E(max(X1, Xa, ..., Xk)) < 1 +

Dethar betyder att en battre estimator for N kunde vara

k+1
o max(X, %, -, Xe),

som ar vantevardesriktigt i det kontinuerliga fallet
Ett battre estimat for antalet taxibilar ar alltsa % - 758 ~ 1011.
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‘& Exempel: Konfidensintervall for parametern i
exponentialfordelningen

Vi antar att vi har ett stickprov av en Exp()\)-férdelad slumpvariabel s3 att
stickprovets storlek ar 50 och medelvardet ar 0.8. Med momentmetoden
f5r vi d3 estimatet \ = % = 1.25 for parametern A\ men har géller det att
bestamma ett intervall sa att om vi med manga olika stickprov med
samma metod bestammer ett intervall s3 kommer i stort sett tex. 95% av
intervallen att vara sadana att parametern hor till det intervall vi raknat ut
med hjalp av de observerade virdena i det fallet.

For detta behover vi en slumpvariabel vars fordelning vi atminstone
approximativt kanner till, dvs. den innehaller inga okanda parametrar. Med
stod av den centrala gransvardessatsen anvander man for dethar ofta
normalférdelningen N(0, 1) och det gér vi nu ocksa.

Vi struntar for en stund i de numeriska vardena och antar att vi har ett
stickprov X1, Xa, ..., Xso av en slumpvariabel X ~ Exp()\). Véantevardet av
medelvirdet X = g5 > 71 X; dr d& E(X) = E(X) = 3 och variansen

A
Var(X) = g5Var(X) = 55 - 35.
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& Exempel: Konfidensintervall for parametern i
exponentialfordelningen, forts.

Om vi tror att n = 50 ar tillrackligt stort sa ar
1

A ~, N(0,1).

_1_
502

Ifall Z ~ N(0,1) s3 galler
Pr (F,\T(%7l)(0.025) <Z<F} (0.975)) = Pr(—1.96 < Z < 1.96) = 0.95,

x|

N(0,1)
sa att
X_1
Pr| —1.96 < A <1.96 | ~0.95.
1
502
Nu ar
X_1 1 — 196 14 L2
L196< 22 <106 V50 3 < 7“%,
1
50)\2
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‘& Exempel: Konfidensintervall for parametern i
exponentialfordelningen, forts.

sa att sannolikheten att \ ligger mellan slumpvariablerna O'XTD och 1%

ocks3 ar ungefir 0.95. Detta betyder att ett 95% approximativt
konfidensintervall for parametern i exponentialfordelningen da stickprovets

storlek ar 50 ar

— p—

X X
| dethar fallet blir konfidensintervallet [0.9,1.6].

Fér exponentialférdelningen dr det inte speciellt svart att fa fram olikheter fér parametern, men om detta inte skulle ha varit

o2 129

fallet (detta giller tex. Bernoulli-férdelningen) s3 skulle vi i uttrycket ﬁ fér variansen ha kunnat anvinda estimatorn X * for
A och d3 skulle konfidensintervallet ha blivit

[ 1 1 ] [0.78 1.38]
1.96%’ % _ L% | | > ’ >
X+ \/%X X 50X X X
och dethar konfidensintervallet blir [0.97,1.73] om x = 0.8.
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Exempel: Hypotestestning

Till en poliklinik kommer | genomsnitt 9 patienter i timmen. En dag da det
varit halt vaglag kommer det 130 patienter under 12 timmar.

Kommer det mera patienter pa grund av det daliga vaglaget eller ar det
fragan om slumpmassiga variationer?

Om det kommer i genomsnitt 9 patienter | timmen si kan vi rdkna med
att vantevardet av antalet patienter under 12 timmar ar 9 - 12 = 108 och
vi kan som nollhypotes ta antitesen till fragan om det kommit ovanligt
manga patienter att vantevardet av antalet patienter ar hogst 108.
Dessutom gor vi ocksa antagandet att antalet patienter under 12 timmar
dr Poisson(\)-fordelat dar alltsa A < 108. For rdkningarna anvander vi
anda extremfallet A\ = 108.

Det ar ingen idé att rdkna bara sannolikheten for att Pr(X = 130) om X ar
antalet patienter, men daremot skall vi rdkna sannolikheten Pr(X > 130).
Om vi rdknar med Poisson-férdelningens férdelningsfunktion far vi

p=Pr(X >130) = 1 — Pr(X < 129) = 1 — Fpgisson(108)(129) = 0.021645.
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Exempel: Hypotestestning, forts.

Om vi anvander normalapproximation sa far vi

>

p = Pr(X >130) = Pr (X —E(X) 130 E(X)>

v/ Var(X) v/ Var(X)

P, X—E(X)>130—108 _ Py X — E(X)
a V/Var(X) — /108 a Var(X)

(Genom att rdkna 1 — Pr(X < 129) med normalapproximation kommar
man ndrmare det exakta svaret.)

Slutsatsen ar i alla fall att nollhypotesen kan férkastas pa signifikansnivan
0.05 men inte pa signifikansnivan 0.01.

Om vi istallet som nollhypotes tagit A = 108, vilket skulle ha varit
fornuftigt om vi fragat om det varit en ovanlig dag pa polikliniken, sa
borde vi ocksa beakta mdojligheten att det kommit valdigt fa patienter och
da skulle p-vardet ha blivit det dubbla (vilket inte exakt ar

Pr(X > 130) + Pr(X < 86)).

1V

2.117) ~ 0.017132

o
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¥ Testa vintevirde, normalférdelning, exempel

Var mars 2014 en ovanlig manad betriffande nederbérden?
| mars 2014 var nederbérdsmangderna pa vissa matstationer foljande:

1,234 |5 6| 7] 8| 910
Nederbord | 33 | 27 | 30 | 22| 28 | 28| 24 | 31 | 34 | 22

Motsarande medeltal for dren 1981-2010 var

1 (2|3 |4|5]6| 7|8 9|10
Medeltal | 39 | 37 | 38 | 36 | 36 | 26 | 35 | 29 | 30 | 21

Nu ar det fornuftigt att rakna hur mycket vardena for ar 2014 avviker
fran medelvardena och skillnaderna ar féljande:

0}
o

10
1

112 |3 4|56 7
Skillnad | -6 | -10 | -8 | -14 | -8 | 2| -11

N
N
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% Testa vantevirde, normalfordelning, exempel, forts.

Eftersom fragan var om mars var en ovanlig manad s3a valjer vi som
nollhypotes att den inte var det. Vi kan inte som nollhypotes anvanda
antagandet att den var ovanlig for det ger ingenting som kan anvandas i
rakningar och har sags ingenting om pa vilket satt den eventuellt var
ovanlig.

Nollhypotesen blir darfor att skillnaden mellan nederbérdsméangderna 2014
och medelvirdena frn en lingre tid dr N(u, 0°)-férdelade med pu = 0 och
att dehar skillnaderna pa olika orter ar oberoende.

Medelvardet av skillnaderna ar —4.8 och stickprovsvariansen ar 41.733.

Det betyder att testvariabeln W = &£ ;S far vardet —2.3496. Eftersom W

2

1

enligt nollhypotesen har fordelningen t(10 — 1) sa blir p-vardet

p=Pr(|W—0| > |-2.3496—0|) = Pr(W < —2.3496 eller W > 2.3496)
= Fu(o)(—2.3496) + 1 — Fy(0)(2.3496) = 2F,(q)(—2.3496) = 0.043333,

sa vi kan forkasta nollhypotesen pa signifikansnivan 0.05.
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¥ Testa vintevirde, normalfordelning, exempel, forts.

Om fragan skulle ha varit om nederbérdsmangden i mars 2014 var ovanligt
liten skulle vi som nollhypotes ha valt pastaendet att den inte var det, dvs.
att fordelningen av skillnaderna dr N(ju, 0) dar ;o > 0. Testvariabeln skulle
ha varit precis densamma men p-vardet skulle ha blivit

p=Pr(W < —2.3496) = Fyg)(—2.3496) = 0.021667.

Om fragan skulle ha varit om nederbérdsméangden i mars 2014 var ovanligt
stor skulle vi som nollhypotes ha valt pastaendet att den inte var det, dvs.
att férdelningen av skillnaderna dr N(u, 02) dar u < 0. Eftersom
medelvardet ar negativt ar resultaten helt i enlighet med den har
nollhypotesen sa det finns inget skal att forkasta den och vi behéver inte
heller rakna ut stickprovsvariansen, det racker att vi raknar medelvardet.

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) MS-A0509 Grundkurs i sannolikhetskalkyl oct 13 februari 2015 14 / 41



% Exempel: Skillnaden mellan andelar

Under dren 1660-1740 féddes i Paris 377 649 flickor och 393 535 pojkar
och under samma tid foddes i London 698 900 flickor och 737 687 pojkar.
Finns det skillnader i andelen flickor?

Lat X; vara en slumpvariabel som fdr vardet 1 om barn nummer j i Paris
ar en flicka och 0 om det ar en pojke och lat Y; vara motsvarande
slumpvariabel for barnen i London. Dessutom antar vi att alla dehar
slumpvariablerna ar oberoende och att Pr(X; = 1) = pp och

Pr(Y; = 1) = p.. Nollhypotesen ar i detta fall H, : pp = py.
Nollhypotesen sager inte vad pp = p; ar men vi kan rikna ett estimat p
for denhar sannolikheten genom att konstatera att det foddes sammanlagt
2 207170771 barn och av dessa var 1076 549 flickor sa att

p= 5207 771 ~ 0.48762. Vi kan ocksa rakna medelvardena av de
observerade stickproven och de ar x = 0.4897 och y = 0.4865.

_ 1
Slumpvariabelns X varians ar ungefar u dar np = 771184 ar
np

antalet barn fédda i Paris.
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% Exempel: Skillnaden mellan andelar, forts.

N

1_ 5
u dar ng = 771184 ar

ng

Pa samma satt &r variansen av Y ungefar

antalet barn fodda i London.

Det har betyder att slumpvariabelns X — Y varians ar ungefir

pl—p)  PA—P)
np ny

sa att testvariabeln

\/p(l -

ar i stort sett N(0, 1)-fordelad.

| dethar fallet far testvariabeln vardet
0.48970 — 0.48650

\/0'48762 - (1 — 0.48762) - (757 + 1z30587)
p-vardet blir nu

p ~ Pr(|Z| > 4.535) = 2 Fy(g,1)(—4.5350) = 0.00000576,
vilket betyder att vi har goda skal att forkasta nollhypotesen.
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-Y
(& +2)

= 4.5350.




& Exempel: Skillnaden mellan tv3 viantevirden, allmant fall

Fran en viss process har vi samlat in data for att sakerstalla
produktkvaliteten och sedan gjorde vi andringar i processen fér att minska
pa variansen. Detta lyckades ocksa men vi hoppas och ocksa matvardena,
dvs. kvaliteten ocksa stigit. For att undersoka detta gjorde vi matningar
fore och efter forandringarna:

Stickprovsstorlek | Medelvarde | Stickprovsvarians
Fore 220 4.50 0.08
Efter 250 4.56 0.04

Har har vi alltsa stickprov X1, X5, ..., X209 (fére) och Y1, Yo, ..., Yoo
(efter) och vi antar att alla dessa slumpvariabler 4r oberoende,
slumpvariablerna X; har samma férdelning och slumpvariablerna har
samma fordelning. Daremot antar vi inte att de har samma varians eller ar
normalférdelade men nog att de &r sidana att medelvirdena X och Y ar
ungefar normalfordelade pa gund av den centrala gransvardessatsen.
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& Exempel: Skillnaden mellan tv3 vantevirden, allmant fall, forts.

Da galler ocksa

2 2
— o o
X—Y~,N iy 2 A L]

| dethar fallet valjer vi som nollhypotes x > py som motpastaende till
var férmodan att kvaliteten forbattrades, dvs. iy > ux. Vi vet inte vad

a§< och o%, ar men vi kan estimera dem med stickprovsvarianserna S)2< och
S%, sa att testvariabeln blir

Z = ~, N(0,1).
sz 2 ° (0.1)
220 T 250
Viardet av testvariabeln ar i detta fall —2.622 och eftersom positiva varden
pa testvariabeln ar i samklang med nollhypotesen sa blir p-vardet

p = Pr(Z < —2.622) ~ Fy(p1)(—2.622) = 0.0044.

Det har betyder att vi kan forkasta nollhypotesen pa signifikansnivan 0.01.
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& Exempel: Singla slant

Antag att vi singlar slant 400 ganger och far 170 klavor och 230 kronor.
Som nollhypotes tar vi Hyg : p = 0.5 dar p = Pr(T).
Om Y &r antalet klavor sa dr 'Y ~ Binom(n, p) med n = 400 och p = 0.5.

Det betyder att —Y="P_ ~_ N 0,1) s3 p-vardet blir, eftersom alternativet
4 Vp(l-p) (0.1)s3p
till nollhypotesen ar tvasidigt,

p=2-Pr(Y <170)

:2.Pr< Y — np 170 — 200 )

<
v/ np(l—p) ~ +/400-0.5-0.5

—2.Pr ( Yo —3> ~ 0.0026998.

vnp(l—p)
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‘& Exempel: Singla slant, forts.

Ett annat satt ar att skriva de observerade talen i en tabell:

T | H
170 | 230

Cnp)?
och rikna vardet av testvariabeln C = S (G

npg
Y2-anpassningstestet och det blir

_ (170 —400-0.5)> (230 —400-0.5)*> 30% 307

¢ 200-05 400.05 200 " 200

=0.

Nu ar C ungefir x?(2 — 1)-férdelad och det &r bara stora virden ps C
som motsager nollhypotesen sa testets p-varde blir

p=Pr(C>9)=1- Fpau)(9) = 0.0026998.
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& Exempel: Singla slant, forts.

Hur kommer det sig att vi far exakt samma svar i bada fallen?
Om Y ~ Binom(n, p) ar antalet klavor sa 4r n — Y antalet kronor och

(Y —np)® ((n=Y)—n(1-p))> (Y —np)? (=Y +np)?
+ = +
np n(l - p) np n(1 - p)
2
(Y — np)? (1 1 ) (Y — np)? Y —np
= — — —l— _— — = 9
n p 1—p np(1 — p) np(l — p)
s3 att testvariabeln i y’-testet dr kvadraten av testvariabeln i
normalapproximationen av den binomialférdelade slumpvariabeln Y och en
x2(1)-férdelad slumpvariabel ir enligt definitionen kvadraten av en
N(O, 1)-férdelad slumpvariabel.

Ifall antalet klasser m i x?-testet ar stérre dn 2 s& ar det betydligt
besvirligare att visa att C ~, x>(m — 1).
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Exempel: Stickprovsvariansens fordelning

Om X;, j = 1,n ar ett stickprov av en N(u, 0%) férdelad slumpvariabel s3

har (”_0—12)52 férdelningen x?(n — 1). Men vad hinder om vi tar ett
stickprov av en slumpvariabel X som &r jamnt férdelad i intervallet [0, 1]
s§ att Var(X) = &7

- 12
Som nollhypotes tar vi att ("_012)52 fortfarande ar x?(n — 1)-férdelad, vi

valjer n =5 och rdknar variansen fér 100 stickprov. Klasserna valjer vi som
intervallen [0,2), [2,4), [4,6), [6,8) och [8,00) och resultaten blir féljande
d3 vi ser efter i vilket intervall G=D5
12
A | 10,2) | [2,4) | [4,6) | [6,8) | [8,00)
O | 16 41 25 16 2

hamnar:

Sannolikheten att en x?(5 — 1)-férdelad slumpvariabel ligger i intervallet
[ak—1, ak) ar Fy2(a)(ak) — Fy24)(ak—1) och de hir sannolikheterna blir

pk | 0.264241 | 0.329753 | 0.206858 | 0.107570 | 0.091578
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Exempel: Stickprovsvariansens fordelning, forts.

(Ox—100-py)?

100y blir nu

Virdet av testvariabeln C = ,_,

(16 — 26.4241)? N (41 — 32.9753)? N (25 — 20.6858)
26.4241 32.9753 20.6858

(16 — 10.757)?> (2 —9.1578)?
10757 | 9.1578

= 15.115.

Eftersom C ar ungefir x?(5 — 1)-férdelad och endast stora virden ps C
motsager nollhypotesen sa blir testets p-varde

p = Pr(C >15.115) = 1 — F,2(4,(15.115) = 0.0045.

Det har betyder att det finns skal att forkasta nollhypotesen och om vi
skulle ha raknat variansen for dnnu flera stickprov skulle det har ha blivit
annu tydligare.
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& Exempel

Vi vill testa om sannolikheten att fa en krona da man singlar en viss slant
faktiskt ar 0.5. Hur manga ganger maste vi singla slanten for att
sannolikheten att nollhypotesen Hy : p = 0.5 forkastas pa signifikansnivan
0.05 4r atminstone 0.9 om p > 0.527

Eftersom vi vill rakna ut en ovre grans for antalet kast racker det att anta
att p = 0.52. Vi singlar alltsa slant n gangar och andelen kronor blir da p.
Testvariabeln ar (fér normalapproximation)

~n

P — Po
/ po(1—po) ’
n

dar po = 0.5. Eftersom signifikansnivan ar vald till 0.05 och alternativet till
nollhypotesen ar tvasidigt sa ar de kritiska vardena

+20.005 = :FFI\T(%M)(O.O25) — +1.96, dvs. nollhypotesen férkastas om
z>1.96 eller z < —1.96.

/ =
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‘& Exempel, forts.
Om nu i verkligheten p = py = 0.52 s3 ar PP ~2N(0,1), och vi far
p1(1—p1)
n
~ 1
Prl PP ~1906|=Pr(p> po+1.96\/M
/ Po(1—po) n
n
1.96 po(1 Po)
— p1 pO + — P1
P1(1 Pl) 1 /Pl_(l_Pl)
1_— _
- 196 po(1 — po) Po — p1 \/E
/m(l pl) p(T—pr) | Vpi(l— p1)
~Pr| P2—PL_ 1962 0.04y/n
/p1(1—p1)
n
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‘& Exempel, forts.

Vi far ocksa ett motsvarande uttryck for Pr (ﬂ < —1.96) men

\/W

eftersom det racker att fa en nedre grins for n och eftersom det ar rimligt
att anta att den senare sannolikheten ar mycket liten sa blir kravet att

Pr(Z > 1.96 — 0.04y/n) > 0.9

vilket betyder att
1.962 — 0.04y/n < —1.28

eftersom Fyy4y(1 — 0.9) ~ —1.28 och vi fér villkoret

n> (1.962 +1.28

2
= 1

vilket betyder att det ar skal att valja n > 6600.
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‘& Exempel, forts.

Om nu n > 6600 s3 visar en rikning att

~n

oy [ _P—Po

= Pr(Z < —1.96 — 0.04y/n) < Pr(Z < —1.96 — 1.962 — 1.28) ~ 10,

< —1.96

sa det var helt korrekt att strunta i denna term.
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& Obs!

Om X och Y ar slumpvariabler med andlig men positiv varians och a, b, ¢
och d ar tal (med a # 0 och c # 0) sa ar

Cor(aX + b, cY + d) = sign(ac)Cor(X, Y).
Varfér? Eftersom Cor(U, V) = Cor(V, U) sa ricker det att visa att
Cor(aX + b, Y) = sign(a)Cor(X, Y) for d3 ar
Cor(aX + b, cY + d) = sign(a)Cor(X, cY + d) = sign(a)Cor(cY + d, X)
= sign(a)sign(c)Cor(Y, X) = sign(ac)Cor(X, Y)
Eftersom E(aX + b) = aE(X) + b s3 ar
Var(aX + b) = E((aX + b — aE(X) — b)?) = a*Var(X) och
Cov(aX + b,Y) = E((aX + b — aE(X) — b)(Y — E(Y)))
= aE((X = E(X))(Y — E(Y))) = aCov(X, Y),
sa att
X, Y
aCvXY) 3 X, V) = sign(a)Cor(X, Y).
v/a2Var(X)Var(Y) |a|
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Cor(aX+b,Y) =




W Exempel: Regressionslinje
Vi har féljande observationer

x| 10| 1.9 | 27 | 32| 38|47 |51|55
y|-08|-04|-00|09|12 |13 |17\ 21

Forst raknar vi medelvardena och de ar

Sedan skall vi rdkna stickprovsvariansen av x och stickprovskovariansen av
variablerna x och y och vi far

1 n
s2 = — Z(XJ — X)? = 2.5184,
=1
1 n
Sy = — > (x5 —X)(y; —y) = 1.6121.
j=1

v
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%W Exempel: Regressionslinje, forts.
Det har betyder att

by = % — 0.64015,

by =y — bix = —1.4825.

Punkterna och linjen ser ut pa foljande satt:

s
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@ Ett samband mellan estimatorerna, varfor?
Eftersom By = 2%, By = Y — BiX, §% = i1 (Y;—Bo— By x;)? och

. 2 -
Sxy = Ry sXSy sa ar

. 2 . - —\\2
(n=2)5* =3 (Bo+Bu— )" = >_(Bily =X = (5 =)
j—1 j=1
—B%Z —2812 X=Xy =Y+ > (i —¥)
j=1
52 2 52
= (n—1)(Bfs; —2B1S,, + 5;) = (n— 1) ( 5y4 — 92— +52>
= (n—1) ( R§y5y2) (n— 1)53(1 — Rfy),
sa att
n —
5% = 52 1 - R?
n _ 2 y( ) )
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@ Ett samband mellan estimatorerna, varfor?, forts.
En foljd av det har ar att

B 1 Sxy Sxy

_;f___2¢W—U§U—R”__¢2§G—Rﬂ
(n—2)(n—1)s2 n—2
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W Exempel: Trafikolyckor

Enligt statistikcentralen var antalet férolyckade personer i trafikolyckor
under aren 2004-2013 foljande

2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012

2013

375 | 379 | 336 | 380 | 344 | 279 | 272 | 292 | 255

248

| dethér fallet ar det andamalsenligt att som x-variabel ta artalet fran
vilket vi subtraherar 2015 s3 att tabellen ser ut pa foljande sitt:

x|-111|-10| -9 | -8 | -7 | -6 | -5 | 4| -3 | -2
y | 375 | 379 | 336 | 380 | 344 | 279 | 272 | 292 | 255 | 248
Fran det har stickprovet kan vi rdkna foljande estimat:
X 1% 53 53 Sxy
—6.5 | 316 | 9.1667 | 2772.8889 | —145.5556

13 februari 2015
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W Exempel: Trafikolyckor, regressionslinjen

Nu far vi foljande estimat for parametrarna i regressionsmodellen
Yi = Bo + B1xj +¢:

by = ¢ — —15.879,
SX

bo =y — byX = 212.79,

hy = -2 = —0.91297.
SxSy

Linjen och datapunkterna ser ut pa féljande satt:

33/ 41
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W Exempel: Trafikolyckor, $3;

Vi kan rdkna ett estimat for restvariansen antingen direkt med formeln

10
1
P= o5 20— bo — bux)?,

j=1

S

men | allmanhet ar det enklare att anvanda formeln

2 n—1,

9
_ 2\ 2\ __
s° =55 (1 —ry) = 5 -2772.8889 - (1 — (-0.91297)") = 519.35.
Nu kan vi testa nollhypotesen 31 = 0 och da ar testvariabeln
B:1 —0
Wi = = ~ t(10 — 2),
(n—1)s3

och den har testvariabeln far vardet

—15.879

wp = ————— = —6.3287.
519.35
9-9.1667

v
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% Exempel: Trafikolyckor, /31, forts.

Eftersom nollhypotesen ar 51 = 0 (och inte tex. 1 > 0 vilket man val
kunde motivera) si blir p-vardet

p = 2Fy(g)(—6.3287) = 0.000226,

Exempel: Trafikolyckor, (g

Eftersom vi subtraherade 2015 fran artalen ar By vantevardet av antalet
forolyckade i trafikolyckor ar 2015.
Om vi vill testa hypotesen By > 240 sa anvdnder vi som testvariabel

Bo — Bo
V= (+ )

Nar vi satter in de tal vi tidigare raknat ut i den har formeln sa far vi

Wy = ~ t(n—2).
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W Exempel: Trafikolyckor, 3, forts.

Wy — 212.79 — 240 15061

1 (—6.5)2
\/519'35 (E + (10—1)9.1667)
Eftersom nollhypotesen var 5y > 240 sa ar det endast stora negativa
varden pa testvariabeln som motsager nollhypotesen, dvs. alternativet ar

ensidigt sa p-vardet blir

p = Fys)(—1.5261) = 0.082749,

och vi forkastar inte nollhypotesen ens pa signifikansnivan 0.05.
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% Exempel: Trafikolyckor, konfidensintervall for parametrarna

Konfidensintervall for parametrarna By och 31 definieras och berdknas pa
samma satt som konfidensintervall for vantevirdet av en normalférdelad
slumpvariabel. Om vi tex. skall bestimma ett 99% konfidensintervall for
parametern (31 sa konstatterar vi forst att eftersom

B — B1
M =L ~t(n—2)
(n—1)s2

och th;)(o.g%) = —th;)(o.005) — 3.3554 s5 ar

Pr | —3.3554 < Lfl < 3.3554 | =1 - 0.005— 0.005 = 0.99.

V=

By —
1—5261 < 3.3554 om och endast om
\/ (n—1)s2
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Eftersom —3.3554 <
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% Exempel: Trafikolyckor, konfidensintervall for parametrarna, forts.

B; —33554“ <51 < Bl+33554\/ sa ar
b1 € | By —3.3554, | ———, B; + 3.3554 = 0.99.
(n—l (n—1)s2 n—l

Nar vi satter in de tal vi raknat ut tidigare sa far vi som konfidensintervall
med konfidensgraden 99%

519.35 519.35
1 4y —2>=_ 1 1 4/
[ 5.879 — 3.3554 | ===, —15.8791 + 335541 | - 91667]

—24.295, —7. 4628
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@ Logistisk regression
Antag att vi av friska och insjukanade personer matt féljande
koncentrationer av fibrinogen i blodet:

Friska 252256 219|218 | 341 | 246 | 3.22 | 2.21
Friska 3.15| 260 | 229 | 2.35
Insjuknade | 5.06 | 3.34 | 2.38 | 3.53 | 2.09 | 3.93

Om nu fibrinogenkoncentrationen i blodet pa en viss person ar 3.1 sa vad
ar sannolikheten att hen ar frisk?

Har antar vi alltsa att sannolikheten att en person ar frisk pa nagot satt
beror pa fibrinogenkoncentrationen, som vi betecknar med x, dvs.

Pr(” Personen &r frisk”) = p(x). Nu &r det inte férnuftigt att anta att
detta samband ar linjart for d & gar det latt sa att p(x) far viarden som inte
ligger i intervallet [0,1]. En béttre idé ar att anvinda odds och anta att

eC0—|—C1X

p(x)
log (—) =cy+cax dvs. p(x)= =t

1 — p(x)
For att estimera ¢y och ¢; anvander vi Maximum likelihood metoden.
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@ Logistisk regression, forts.

Lat nu f;, i = 1,...,ny vara koncentrationerna hos de friska personerna
och s;, i =1,...,ny koncentrationerna hos de insjuknade personerna. Lat
nu L(co, c1) vara sannolikheten, med de antaganden vi gjort, att de friska
ar friska och den sjuka ar sjuka, eller (eftersom 1 — p(x) = Héﬁ )
eC0+C1t1 . eC0+C1tn1
E(Co,Cl) = Cotait
(14 evtat). . . (14 eoTtm)
1
‘ (1 + eCo+C151) CL (1 + eCo+C1sn2)'

Det ar inte helt enkelt att bestimma den punkt i vilken denna funktion
uppndar sitt storsta varde men med numeriska metoder far vi cg =~ 5.4 och
c1 ~ —1.6 s3 att p(3.1) =~ 0.6.
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