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% Maitskalor
e Nominalskala: Olika grupper utan naturlig ordning.
@ Ordinalskala: Olika grupper med en naturlig ordning.
o Intervallskala: Numeriska varden, skillnader meningsfulla, nollan
godtycklig.
® Kvotskala: Numeriska varden, naturligt nollvarde.

& Stickprov
o Malsittningen ar att fa information om slumpvariabeln X som inte behéver

vara reell.

e For att fa information gér man tex. n matningar som ger resultaten

X1,X2,...,X, och man tanker att x; ar vardet av en slumpvariabel X;.
@ Slumpvariablerna X1, ..., X, dr ett stickprov av storleken n och
X1,X2,...,Xp dr ett observerat stickprov av storleken n.

e Vi antar (vanligen och utan att sdga det explicit) att Xy, Xz, ..., Xy
ar oberoende och har samma férdelning, som ar férdelningen av den
slumpvariabel vi ar intresserade av.
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Obs!

Antagandet att slumpvariablerna X; i ett stickprov forutsatter att vi
anvander "dragning med aterldggning”, men detta villkor uppfylls sillan!
Det finns dessutom manga andra stérre svarigheter ndr man i praktiken
skall ta ett stickprov och detta ar ett viktigt problem!

% % Aritmetiskt medelvarde

Om X;, j=1,...,n ar ett stickprov av slumpvariabeln X s3 ar dess
(aritmetiska) medelvarde

- 1

x=15%

S

och
E(X) = E(X) och Var(X) = %Var(X).
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@ @ Stickprovsvarians

Om X;, j=1,...,n dr ett stickprov av slumpvariabeln X s3 ar dess
stickprovsvarians

1 _
§2=—=> (X —X)?

Jj=1

OCh (vilket &r motiveringen fér valet av n — 1 istéllet fér n i nimnaren)

E(S?) = Var(X).
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¥ x2-fordelningen
Ifall X; ~ N(0,1) ar oberoende och

= ix,?
i=1

s3 sager vi att Y ar x2-fordelad med n frihetsgrader eller Y ~ x?(n). D3 ar

E(Y)=n och Var(Y)=2n

och Y har tithetsfunktionen
1 -

f(x) = —& x27te f, x > 0.
221 (3)

och f(x) =0ddx < 0.

(& Stickprovsvarians for normalférdelningen

Om X;, j=1,2,...,n ar ett stickprov av en N(u, 02) fordelad
slumpvariabel sa galler for stickprovsvariansen

n—1
2

2 20,
55" ~x(n-1).
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@ t-fordelningen
Ifall Z ~ N(0,1) och Y ~ x?(m) &r oberoende och
V4

sa sager vi att W ar t-férdelad med m frihetsgrader eller W ~ t(m).

D3 ir E(W) = 0 om m > 1 och Var(W) = -5 om m > 2 och tithetsfunktionen fér W r
_mtl

1 r(mTH) x2 2
T r(%) (1+;) , x €ER.

W =

f(x) =

@ @ Stickprov av normalférdelningen

Om X;, j=1,2,...,n ar ett stickprov av en N(u, 0?) fordelad
slumpvariabel s3 ar

x|

—

~t(n—1).
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% Punktestimat och estimator
Antag att vi vet (eller tror) att X &r en slumpvariabel med frekvens- eller
tathetsfunktion f(x, ) dir parametern 0 (som ocks3 kan vara en vektor)
ar okdnd. Vad kan man géra for att estimera eller skatta 67
@ Ta ett observerat stickprov x;, j = 1,...,n
o Rikna ut ett estimat = g(x1,x2,...,xn) dar g ar ndgon funktion.
° Qbservera att O r ett tal eller en vektor medan
© = g(X1,Xa,...,X,) ar en slumpvariabel.
o Ibland &r det furzktionen g som avses med ordet estimator och ibland
slumpvariabeln ©.

(& Intervallestimat
Istillet for att bara rdkna ut ett tal (eller en vektor) som estimat fér en
parameter kan man ocksa rikna ut ett intervall.
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% % Momentmetoden

Om frekvens- eller tithetsfunktionen f(x,0) fér en sannolikhetsfordelning
dr sadan att 0 kan skrivas som en funktion av E(X) , dvs. § = h(E(X))
ddr X har tathetsfunktionen f(x,0) s& 4r momentestimatorn av 0

1 n
;J_;Xf

Om parametern, eller parametrarna kan skrivas som en funktion
h(E(X), E(X?)) blir estimatorn p§ motsvarande satt

é:h(% Jr'll J’nZJ 1X2)
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% %" Maximum likelihood”- metoden
Om f(x,0) ar en frekvens- eller tithetsfunktion for en N
sannolikhetsférdelning sa ar "Maximum likelihood”-estimatet av 6 talet 0

sadant att
L(O,x1,x2,...,%n) = max L(0, x1,x2, Xn),

dar
L(0,x1,x2,%7) = f(x1,0) - F(x2,0) - ... F(xn,0)
ar den sk. "likelihood”-funktionen och xj, j = 1,...,n ar ett observerat

stickprov av en slumpvariabel med frekvens- eller tathetsfunktionen f(x, ).
| det diskreta fallet &r L(0, x1, x2, xn) sannolikheten for att man da

parametern ar 0 far det observerade stickprovet x;, j = 1,...,n. i fallet med
tithetsfunktion &r (2h)"L(6, x1, . . ., xn) for smé positiva h ungefar sannolikheten att 5 ett observerat stickprov Vi,
j=1,..., n si att |y; — x| < h for alla j.
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% % Konfidensintervall

Ett konfidensintervall med konfidensgraden o for en parameter 0 i en
sannolikhetsférdelning &r en intervallestimator
I(Xl,Xg, .. ,Xn) = [a(Xl,Xg, ... ,Xn), b(Xl,X2, .. ,Xn)] sa att

Pr(0 € I(X1, Xa, ..., Xp)) = .

Oftast anvands ocksa ordet konfidensintervall for intervallet

I(x1,x2,...,%n), dvs. vardet av slumpvariabeln ndr man fatt ett observerat
stickprov xj, j =1,...,n.
Obs!
Vanligen véljer man konfidensintervallet symmetriskt sa att
1
Pr(0 < a(X1, X2,...,Xn)) = Pr(0 > b(X1, X2,...,Xp)) = 5(1 — a).

Oftast far man néja sig med att villkoren for konfidensintervallet giller
endast approximativt.

v
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% % Konfidensintervall for viantevardet dd X ~ N(u, 0?)

Om Xy, Xo, ..., X, ar ett stickprov med medelvirde X och
stickprovsvarians S? av en N(yu, 02) férdelad slumpvariabel s& ar

— s?__, 1+a\ < S? __, 1+«
X =\ 7 Fen-n) <2> » X+ P <2>

ett konfidensintervall for ;n med konfidensgraden o.

)

% % Konfidensintervall for p d3 X ~ Bernoulli(p)

Om X1, Xo, ..., X, ar ett stickprov med medelvirde X av en
Bernoulli(p)-férdelad slumpvariabel sa ar

o n N(0,1) 2 N(0,1)

n 2

ett approximativt konfidensintervall for ;1 med konfidensgraden «.

- M (252 3 KX e (12

)
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% Obs!

Ofta anvinds beteckningen

vilket alltsd betyder att om X &r en t(m) férdelad slumpvariabel s3 dr
Pr(X < —ty) =Pr(X > ty) =a och Pr(|X|>t,)=2a.

Motsvarande beteckning for normalférdelningen N(0, 1) ar z,.

@ Konfidensintervall for 02 d& X ~ N(u, 0?)

Om X1, Xa, ..., X, ar ett stickprov med stickprovsvarians S® av en
N(u,02) fordelad slumpvariabel s3 &r
(n—1)S2 (n—1)S2
=l 1+a)’ -1 l—a
sz(n—l) (%) FX2(n—1) (T)

ett konfidensintervall for 0> med konfidensgraden .
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% Hypotesprévning

@ Man prévar om det finns skal att forksasta en hypotes Hg,
nollhypotesen, och i stillet acceptera dess alternativ Hi.

@ For att kunna géra nagra berakningar maste man som nollhypotes
vdlja ett tillrackligt entydigt pastdende, tex. 0 = 0y och inte 6 # 6
som ar for diffust. oftast ricker det om nollhypotesen har ett entydigt extremfall, tex. 6 < 6g.

@ [ nollhypotesen ingar oftast manga andra antaganden om
férdelningar, oberoende osv. som kan ha stor betydelse for resultatet.

o Nar man tagit ett stickprov raknar man ut en testvariabel vars
férdelning man atminstone approximativt kdnner till.

@ Med stod av nollhypotesen rdknar man ut sannolikheten, det sk.
p-vardet, for att testvariabeln far ett minst lika "extremt” varde i
férhallande till nollhypotesen som det observerade stickprovet gav.

@ Om p-vardet r mindre an en given signifikansniva férkastar man
nollhypotesen och accepterar den alternativa hypostesen Hj.

o Signifikansnivan ar alltsa sannolikheten for att man férkastar
nollhypotesen trots att den géller.
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% % Normalférdelning, Ho: Vinteviarde = piq

e Xj, j=1,2,...,n antas vara ett stickprov av X dir X ~ N(u,c?).
o Ho U= Q-
@ Testvariabel: T = ’?0 ~t(n—1)
S
n
o p-varde: 2Fy(, 1) —M
S

Hypotesen férkastas pa signifikansnivin o om p < « dvs. om
testvariabe/n far ett vdrde i mingden (—oo, —ta) U (ta, 00) dér

te = —Fo (3) = Ry %),
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% ¥ Normalfordelning, Ho: Vantevirde < puq (eller > o)
e Xj, j=1,2,...,n antas vara ett stickprov av X dar X ~ N(p, a?).
© Ho:p < po (eller > po).
X — juo

52
n

° p_vé'rde.. Ft(n—l) _X_—/jo ( eller Ft(n—l) (XS%O>> o
s2 n
n

@ Hypotesen férkastas pa signifikansnivin e om p < « dvs. om
testvariabeln far ett virde i mangden (t,,00) (eller (—oo, t,)) dar

(n— 1)( a) = tzr}—l)(l_a)'

@ Testvariabel: T =

~t(n—1).
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& % Andel eller sannolikhet, Ho: p = po
e Xj, j=1,2,...,n antas vara ett stickprov av X dar X ~ Bernoulli(p).
@ Hp: p=po.
X —
o Testvariabel: Z = ——P° ~, N(0,1).

@ Approximativt p-varde: 2FN(0,1) =

IX — pol

po(1—po)

o Hypotesen férkastas pa signifikansnivan o om p < « dvs. om
testvariabeln far ett virde i méngden (—oo, —zg) U (zg,00) ddr
zs = —Fyop(3) = Fuppd — %)

o Alternativt exakt med p-vardet
1 — Fgin(n,p)(n(po + [X = pol) — 1) + Fain(n,p)(n(Po — [X — pol))-

o Likadana modifikationer for ensidiga hypoteser som for vantevardet
av en normalférdelad slumpvariabel.
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& Normalapproximation
e Xj, j=1,2,...,n antas vara ett stickprov av X med en férdelning sa
att f(X1,...,X,) ~a N(0,0?).
4 Ho g E(f(Xl, oo ,Xn)) = (90.

f(X1,...,Xn) — 2 =g
o Testvariabel: Z = (X3, — ) = 1o ~a N(0,1) dir o &r nagot

estimat av o nar Ho géller.

e Approximativt p-varde: 2Fyq 1) (—w)

@ Hypotesen férkastas pa signifikansnivan o om p < o dvs. om
testvariabeln far ett virde i méngden (—oo, —z2) U (zg,00) ddr

= —Fron)(3) = Fupn (X — ).
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% % Normalférdelning, tva stickprov, samma varians, Hy: Samma
vantevarde

e X;,j=12,....,nc0ch Y], j=1,2,...,n, antas vara stickprov av
X ~ N(px,0?) och Y ~ N(py,0?) och alla slumpvariabler dr
oberoende.

@ Ho: px = py.

X-Y
o Testvariabel: T = ~t(ne + n, —2).
(”x—l)sf‘f'(”y—l)s)% 1 1
nx-+ny—2 : (n_X —+ n_y)
s x -l
o p-varde: 2Fy(n ypn,2) | — D (D 1 -
ne+n,—2 ’ (n_x + E)

@ Hypotesen forkastas pa signifikansnivin c om p < « dvs. om
testvariabeln far ett vérde i méngden (—oo, —ts) U (te,00) dér

1 | N
t% = _Ft(nx+ny—2)(§) — Ft(ﬂx+ny—2)(1 — E)'
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Tva andelar eller sannolikheter
e Xj,j=1,2,...,nc0chY;, j=1,...,n—y antas vara ett stickprov
av X och Y dar X ~ Bernoulli(px) och Y ~ Bernoulli(py).
@ Ho : px = py (eller px < py).
X-Y

o Testvariabel: Z = — ———— N(0,1) dar
¢HLJWE+E)
p_ n, X + nyY'
ne + ny,

Xyl
VAL =P)(E +2)

eller Fyopy | ————=2—— 1 .
( OO\ paaE+D)
o Hypotesen férkastas pa signifikansnivan o om p < « dvs. om
testvariabeln far ett virde i méngden (—oo, —z2) U (zg,00) ddr
za = F_(0 1)( )= F_(0 1)( $) (eller i mangden (z,,0)).
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& Anpassning eller " Goodness-of-fit”

@ Xj, j=1,...,n antas vara ett stickprov av en slumpvariabel med
vardemangd U ', A dar mangderna Ay ar disjunkta.

e Hp: Pr(XGAk)—pk, k=1,.

o Testvariabel: C =" , OkE—E") ~a x2(m — 1) dir E;, = npy och Oy
ar antalet element i {j : X; € Ax }.

o p-virde: 1 — F2(p_1)(c)

@ Hypotesen férkastas pa signifikansnivin e om p < a dvs. om
testvariabeln far ett varde i mangden (F;?}mfl)(l — a), 00).

® Om py = pi(01,...,0;) och dessa parametrar estimeras med
stickprovet s3 géller C ~, x*(m —j — 1).
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© Obs!

Om Xj, j =1,...,n ar ett stickprov av en Bernoulli(p)-fordelad
— 2
slumpvariabel s3 ar ( iafp)) =T iy @k dir Eg = (1 — p)n,

Ey =pn, Og=n— Zf:l Xj och O = 2}1:1 X;, dvs. de férvantade och
observerade antalen nollor och ettor.

¥ Oberoende

e X;, j=1,...,n antas vara ett stickprov av en slumpvariabel med
vardemangd U;_; Ui _; A; x ddr mangderna A; y ar disjunkta.

@ Ho:Pr(X € Aix)=pipk, i=1,...,rochk=1,...,c.
. Ork—Eii)? .
o Testvariabel: C =3 > 4 % ~a X2((r —1)(c — 1)) dar
O « dr antalet element i {j : X; € A; x } och
Eik = 5 (=1 Oim) (X1 Omik)-
) p—véirde: 1-— FX2((r—1)(c—1))(C)
@ Hypotesen férkastas pa signifikansnivin e om p < « dvs. om
. 2 . .. 1
testvariabeln far ett varde i mangden (FX2((r—l)(c—l))(1 — a), ).
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(&) F-férdelningen

1
—Y
Ifall Y ~ x?(m) och X ~ x?(n) s§ ar = ~F(m, n), dvs. féljer

n
F-férdelningen med parametrarna (eller firhetsgraderna) m och n.

o . .. = . o (0 0 = r(a)r(b;
Tathetsfunktionen for denna fordelning ar f(m ) (x) = XB(T%) % dir B(a, b) = %-
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(&) Varianser

e X;,j=1,2,...,nxoch Y}, j=1,2,...,n, antas vara stickprov av
X ~ N(px,0%) och Y ~ N(uy,03) och alla slumpvariabler &r
oberoende.

® Hy:02 = 0}2,.

52
o Testvariabel: F = = ~ F(n, — —1).

XI\)l"<I\)

e p-varde: 2(1 — FE(ny—1,n—1) (
<1

) % > 1 och
SX
Sy s2
2Fe(n,—1m-1) | 23 | oM
X

@ Hypotesen férkastas pa signifikansnivan o om p < « dvs. om
testvariabeln far ett varde i méingden

( e9; F_(ny—l nx—l)( )) U ( F(ny—l nx—l)(1 B %)’ OO)
o [ detta fall 4r antagandet betraffande normalférdelning viktigt!
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¥ ¥ Korrelation
Korrelationskoefficienten mellan slumpvariablerna X och Y ar

X, Y
pxy = Cor(X, ¥) = ——2AX. 1)
Var(X)Var(Y)
och om (X;, Y}), j .., n dr ett stickprov av slumpvariabeln (X,Y) sa
ar stickprovskorrelatlonskoefficienten
> (X = X)(Y; - Y) Sxy
Rxy = — = ,
VI 06— XP T (G- Y2 (/5283
dar
1 < - -
Sy = =7 2 (G =X)(Y; - V),
j=1
och
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@ Stickprovskorrelationskoefficientens férdelning

e Ifall (X;,Y}), i=1,...,n ar ett stickprov av en normalférdelad
slumpvariabel (X, Y) med korrelationskoefficient py, = 0 (och o2 >0
och o2 > 0) s giller

RXY\/FI —2

~t(n—2).
\/1— Ry
o Ifall (X;,Y}), i=1,...,n ar ett stickprov av en normalfordelad

slumpvariabel (X,Y) med —1 < py, < 1 (och 62 > 0 och o2 > 0) s3
galler
1+ Rxy 14 pxy 1
L (222X ) CON (L
2"\ 1= Rey 2" 1—pxy/) n—=3
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% % Minsta-kvadrat-metoden d& y ~ by + by x

Om man antar att sambandet mellan x och y ar y =~ by + bi1x, punkterna

(xj,yj), j=1,...,n adr givna och man vill bestimma a och b sa att
> (v —bo— byxj)? minimeras s5 kan det av manga skl vara bra att
férst rikna ut x = X > i1 Xj ochy = 1 >_i—1Yj och sedan istallet

minimera

n

. . 2
f(bo, b1) = Z ((yj —y)— bo — bi(x; —7))
j=1
Eftersom 3 71 (xj —X) = > 7_1(yj —¥) =0 &r fEO(BO, by) = 2nbg s3
optimeringsvillkoret fBO(Bo, by) =0 ger by = 0. Nu ar

iy (0, b1) = 23771 (b1(x; = X) — (v; — ¥)) (x; — X) s4 att ekvationen
fb, (0, b1) = O har I6sningen

- i =Xy —¥)
' S0 —%?2
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¢ % Minsta-kvadrat-metoden, forts.
Koefficienten by i uttrycket y = by + bix blir da

bp=y— b1 X
Ett annat satt att formulera samma rakning &r att definiera matrisen M
1 x
med M(j,1) =1 och M(j,2) = xj, dvs. M= |: |, vektorn Y med
1 x,
}41 b
Y(j,1) =yj, dvs. Y = | i | och vektorn C = [bo}' Funktionen som skall
1
Yn

minimeras da kan skrivas som
S (Y0, 1) — Shly M, k)C(k, 1)) = ||Y — MC|[2. Minimipunkten
uppnds darfor da

[ZO] =C=(M"MMY
1

v
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¥ ¥ Regression

@ Slumpvariabeln Y antas férutom slumpen bero pa variabeln x s3 att
Y=00+pbix+e
dér € ar en slumpvariabel som antas vara oberoende av x.

e Ett stickprov av Y &r darfér av typen (x;,Y;), j=1,...,n dar
€j = Yj — PBo — B1x; dr oberoende slumpvariabler med samma
fordelning, som vanligen antas vara N(0, 02).

e Med minsta kvadratmetoden (som &r férnuftig precis da
e ~ N(0,02)) far vi féljande estimatorer fér 31, 3o och o2:

Sx
B =2
1 S)%’
B():V—BlY,
1 n
52: n_2Z(Yj—Bo—81Xj)2,
Jj=1

- _ 1 n i = g N/
dar Sy = 71 21 (5 = X)(Y; = Y).
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% Regression, testvariabler

o Antag att e; ~ N(0,02), j = 1,...,n ar oberoende och
Yj=080+ pixj+¢j, j=1,...,n. D3 ar

, (1 X2
B"””(ﬁ""’ (E+(n—1)s3)>’

0,2
B; ~N </81’ (n — 1)5)%) )
(n—2)S?

2
~ —2).
p xX“(n—2)

@ Som testvariabler kan man anvinda

To= = ~t(n—2),
Y2
\/ 2 (3 +w02)
B — b1
Tl = T Nt(n—2)
(n—1)s?
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% Samband mellan estimatorerna
Av definitionerna ovan féljer ocksa att

2o _n-1o 2
5= n_25y(1_ny)a
52
nyzBl _Xa
5

och

Bl . ny\/n—2

Det senare resultatet visar att test av nollhypoteserna 31 = 0 och p,, =0
ger samma resulat (dd man antar normalférdelning).

Talet rfy, dvs. vardet av slumpvariabeln Rfy sags vara
reggressionsmodellens férklaringsgrad.
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¥ % Extrapolering

Om man har gjort matningar av nagot slag och fatt resultaten (x;, y;),
j=1,...,n sa vill man ofta veta vilket varde y skulle fa om x = xy. Ett
satt att rdkna ut ett rimligt svar ar att anta att y =~ by + by1x, bestimma
bg och by och sedan ridkna ut by + bixg. Ett enkelt satt att forutom att
gora denna rikning ocksa fa en uppfattning om hur stort felet kan bli ar
att ersatta vardena x;, j = 1,...,n med x; — xg och sedan i normal
ordning rakna ut estimat och géra hypotesprévningar for By i
regressionsmodellen Y = [y + P1x + €.
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