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Vad &r sannolikhet?

o Relativ frekvens vid upprepningar: Om en fabrik tillverkat 1000 000
exemplar av en produkt av vilka 5015 har nagot fel s ar
sannolikheten for en felaktighet 0.005

o Andelen fall da ett nagot férekommer: Om i en urna finns 6 svarta
och 4 vita kulor och man slumpmadssigt valjer en kula sa ar
sannolikheten att den ar svart #54 = 0.6.

o Ett matt pa hur troligt man anser nagot vara: "Sannolikheten for
hard vind imorgon ar 70%.”
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% % Sannolikhet, hindelser, utfallsrum
e Maingden av alla tankbara resultat av ett "experiment” ar
utfallstummet, ofta betecknat med Q.

@ Elementen i utfallsrummet, dvs. enskilda resultat av experimentet ar
elementarhdndelser.

o Handelser ir delmangder av utfallsrummet.

@ For varje hindelse A C Q finns det en sannolikhet Pr(A) for denna
héandelse.

@ Sannolikhetsfunktionen uppfyller féljande villkor:

* 0 < Pr(A) <1 f6r varje hindelse A.
* Pr(Q) =1.
* PI’(U}ﬁlA,‘) S Zzl PI’(A,) om Aj NAf = 0 da"J ;ﬁ k.
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% Obs
Av antagandena ovan féljer bla. ocksa att
% Pr(0) =0.
* Pr(AuB) =Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B).
* Pr(Q2\ A) =1-—Pr(A).
* AC B= Pr(A) <Pr(B).

(@ Obs!

D3 Q innehaller dndligt manga element dr det naturligt att att alla delmangder av
Q &r handelser men i allmdnhet ar detta inte alltid méjligt eller ens 6nskvart och
da ar Pr en funktion definierad i en o-algebra A i QQ, dvs en mangd A med
foljande egenskaper:

0 Ac A AC,

0 Qe A,

0 Ac A5 Q\AEA,

@A EAI=12.. 5U2Ac¢cA

v
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% % Oberoende

Héndelserna A och B ar oberoende ifall
Pr(AN B) = Pr(A) - Pr(B),
och handelserna A;, j € J dr oberoende om
Pr(Ay NA, N...NA;,)=Pr(A;) - Pr(A,)-...-Pr(A;,)

alltid da jx € J, k=1,...,m, j, # jq dd p # q.

Obs!

Om héndelserna A;, j € J dr oberoende s3 ar Aj, och A;, oberoende di
Jp # Jxk men om A; och A; ar oberoende for alla j, # jk sd behdver inte
handelserna A;, j € J vara oberoende.
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¥ @ Betingad sannolikhet

Den betingande sannolikheten for handelsen A givet hdndelsen B ar

Pr(AN B)

Pr(AIB) = gy

dd man antar att Pr(B) > 0.

D3 hidndelsen B ar given kan man begransa utfallsrummet fran Q till B och rikna
om sannolikheterna fér handelserna AN B som &r delmangder av det nya
utfallsrummet. )

(@ Total sannolikhet
OmUI_ A =Q, AiNAx=0dij#k ochPr(A;)>0dij=1,...,ns4
galler
n
Pr(B) = Pr(A)) - Pr(B|A)).
=i

Varfor? Eftersom B = BN Q = UJ'-’:IB N Ajoch (BN Aj)N(BNAL) =0 dij+#k siarPr(B) = E_/"’:l Pr(B N A;) och

enligt defintionen &r Pr(A;) - Pr(B|A;) = Pr(B N A;j).
.
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¥ % Bayes formel
OmUI_jAj=Q, AiNAx=0daj#k ochPr(A;))>0ddj=1,...,ns4

aller
Pr(Ax) - Pr(B|Ak)
Pr(Ak|B) = —r .
Zj:l Pr(A;) - Pr(B|A))
Varfor?
Pr(AcB) = A B) oAy pr(BIAY) = Pr(AcN B) och

Pr(B)

Z Pr(A;) - Pr(B|A;) = Pr(B).
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% % Klassisk sannolikhet och kombinatorik

Antal fall da A intraffar
Totala antalet méjliga fall

Pr(A) =

Man antar alltsa att varje elementarhindelse ar lika sannolik och
problemet blir att bestimma hur manga element det det finns |
utfallsrummet Q och hur manga av dessa hér som till mangden A.

¥ %@ Produktprincipen

Om i en urvalsprocess finns k steg och i steg j finns n; alternativ,
oberoende av vilka val som gjorts i tidigare Steg (men vilka alternativen ar kan bero p& valen)
sa ar det totala antalet alternativ

ng-ng-...-Ngk.
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% Permutationer, binomialkoefficineter etc.
Om det i en méngd finns n element kan dessa ordnas pa

nN=1-2-3-...-(n—1)-n,

olika satt. (Kom ihag: 0! =1)
Om man ur en mangd med n element valjer k element och beaktar i vilken
ordning elementen viljs, kan detta géras pa

n!
olika satt.
Om man ur en en mingd med n element viljer en delmdngd med k

element, dvs. inte beaktar i vilken ordning elementen viljs, kan detta goras

pa

ny n!

k) k'(n— k)’
olika satt.

I alla dessa fall kan varje element i mangden véljas bara en gang, dvs. om
man plockar kulor ur en urna laggs dessa inte tillbaka i urnan.
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% % Upprepning av " experiment”
Antag att ett eXperiment upprepas n gaanger s att handelser vid olika ginger dr oberoende.
D3 &r sannolikheten for att hdndelsen A intriffar exakt k ganger

(:) Pr(A)% (1 — Pr(4))" .
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Slumpvariabler och férdelningsfunktioner

En (reell) slumpvariabel (eller stokastisk variabel) ar en funktion

X : Q — R (allts3 inte egentligen en variabel) dar 2 ar ett utfallsrum fér ett
experiment i vilken en sannolikhet ar definierad och {w € @ : X(w) < x} ér en handelse for
alla x € R.

Om X &r en (reell) slumpvariabel sa ar dess (kumulativa)
férdelningsfunktion funktionen

Fx(x) =Pr(X < x) =Pr({w e Q: X(w) < x}).

En funktion F : R — [0, 1] 4r en férdelningsfunktion om och endast om
@ 0<F(x)<F(y)<ldix<y,
@ limy__o F(x) =0 och limy_o F(x) =1,
o limy_,,t F(y) = F(x) dd x € R.

Nar F ar en fordelningsfunktion for X sa galler dessutom att
o limy_,— F(y) =Pr(X < x),
o limy_t F(y) —limy_x— F(y) = Pr(X = x).
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Obs!

Uttryck som X < x och X < x &r formellt sett inte hdndelser (dvs.
delméngder i Q) men man skriver oftast Pr(X < x) istillet fér det langre
uttrycket Pr({w € Q: X(w) < x}).

Oberoende slumpvariabler

De (reella) slumpvariablerna Xj, j € J definierade i samma utfatisum dr 0beroende om
handelserna {XJ <aj }, j € J dr oberoende fér alla aeR,je .
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@ % Diskreta slumpvariabler

En (reell) slumpvariabel X ar diskret om det finns en miangd A C R och
positiva tal f(a), a € A s3 att

Fx(x) =) f(a).

a<x
acA

Detta innebar att Pr(X = a) = f(a) dd x € Aoch ), 4f(a) =1 53 att
PI’(X ¢ A) = 0 och méangden A inneh3ller hégst numrerbart manga element liksom oftast ocksa utfallsrummet Q.
Funktionen f ar frekvensfunktionen eller sannolikhetsfunktionen for X.
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Kontinuerliga slumpvariabler

En slumpvariabel ar kontiuerlig om férdelningsfunktionen ar kontinuerlig,
dvs. om Pr(X = a) = 0 for alla a € R. Oftast anvinder man sig and3 av
absolut kontinuerliga slumpvariabler for vilka det finns en tathetsfunktion
f s3 att

Fx(x) :/X f(t)dt.

—00

Detta innebir att f(x) >0 och [0 f(t)dt=1.
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& % Viantevirde och varians
Om X ar en slumpvariabel s ar dess vantevarde

E(X) =) xPr(X =x) =) xfx(x),
da X ar en diskret slumpvariable med frekvensfunktion fx och

E(X) = /00 xfx(x) dx,

—00
dd X &r en absoir kontinerlig slumpvariabel med tithetsfunktion fx, i bida
fallen férutsatt att summan eller integralen existerar (i annat fall kan man
skriva E(X) = NaN).
Om g ar en mswar funktion sa ar

0

E(g(X)) = / g(x)fe(x) dx.

—0o0

Om slumpvariabeln X har ett vantevarde s ar dess varians

Var(X) = E((X - E(X))2>.
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Vantevarde och varians, forts.
Om X1 och Xy ar tva slumpvariabler sa ar

E(C1X1 + C2X2) = C1E(X1) -+ CQE(XQ),

och om X1 och X5 ar tva oberoende slumpvariabler sa ar

Var(ci X1 + cXo) = c?Var(X1) + c3Var(Xa).
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{2 Chebshevs olikhet

Pr(|X—E |>k\/Var(X> iz k> 1.

Varfor?
Lit g(x) =1 om ‘Xv;()(i)(‘) 1 och 0 annars. Detta betyder att

2
E(g(X)) = Pr(]X — E(X)| > ky/Var(X)). Nu dr g(x) < (klx+a(r)(<))<l)>

att

Pr (1X = E(X)| = ky/Var(X)) = E(g(X)

e[ (x=Ex) \or2vax) 1
N k+/Var(X) ~ k Var(X) k2

sa
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Nagra viktiga diskreta slumpvariabler och deras fordelningar

e Jimn diskret férdelning: Pr(X = x;) =%, i=1,2,...,n.

e Bernoulliférdelning: Pr(X = 1) = p, Pr(X =0) = (1 — p). | detta fall
drX(w)=1ddweACQoch X(w)=0didweQ\Adir
Pr(A) = p. Véntevardet p och variansen p(1 — p).

e Binomialférdelning X ~ Bin(n, p): Pr(X = k) = (])p*(1 — p)"~*,
k=0,1,...,n, dvs. X dr summan av n oberoende Bernoulli-férdelade
slumvariabler. E(X) = np och Var(X) = np(1 — p).

)\k

e Poissonfordelning X ~ Poisson(\): Pr(X = k) = e_’\F,
k=0,1,2,.... Fas som gransvirde av binomia/férde/nfngen da
np — \. Vantevardet och variansen ar \.

e Tva varianter av geometrisk fordelning: Ett experiment upprepas tills
hédndelsen A med sannolikheten p intraffar. X1 ar antalet upprepningar
och Xy ar antalet upprepningar innan A intraffar sa att X1 = Xo + 1,
Pr(X1 = k) = (1 — p)*1p, k > 1 och Pr(Xa = k) = (1 — p)p,
k> 0. E(X1) = %, E(X2) = I_TP och bada har variansen %.
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Nagra viktiga kontinuerliga slumpvariabler och deras fordelningar
o Likformig kontinuerlig férdelning (ddr —oo < a < b < o0):
1
T b
() = L a<x<b,
0,x<a eller x>>b.

Vintevardet &r 4(a + b) och variansen (b — a)?.

o Normalférdelning X ~ N(u,0?):

1 _e=w?
fu(x) = e

oV 2w
2

Vidntevardet ar p och variansen o~.
o Exponentialférdelning X ~ Exp(\) med A > 0:

Xe ™ x>0,
x(x) = {0 x <0

1 1
Viantevdrdet dr — och variansen — .
A A2
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& % Centrala gransvirdessatsen

Ifall slumpvariablerna X1, Xo, ... dr oberoende och har samma férdelning
s§ att E(X;) = p och Var(X;) = 02, j = 1,2, ..., s3 géller
" Xi—n
2j=1 %) = ~aN(0,1) din— oo,
oy/n
dvs.
’.7_ X —n X 1
lim Pr <—ZJ—1 L x> = Frgo)(X) d:ef/ ——_e3tdr.
n—o0 J\/ﬁ ’ —00 2w

Normalapproximation
Om X ar summan av "tillrackligt” manga oberoende slumpvariabler med

X —E(X
andlig varians s3 ar A ungefar N(0, 1)-fordelad.

v VarX
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@ Tvadimensionella slumpvariabler och férdelningar

o Ifall Q ar ett utfallsrum pa vilket en sannolikhetsfunktion ar definierad
s ar (X,Y): Q — R? en tvidimensionell slumpvariabel med
fordelningsfunktion Fxy (x,y) = Pr(X < x, Y <'y) foutsatt are
{w € Q: X(w) < x, Y(w) <y} aren mingd for vilken sannolikheten &r definierad.

e En tvadimensionell slumpvariabel (X, Y') &r diskret och den har
frekvensfunktionen fxy(x,y) ifall fxy(x,y) > 0 fér alla x och y,
dox 2y Ixv(x,y) =1 och Pr(X = x,Y = y) = fxy(x,y) for alla x
och y.

e En tvadimensionell slumpvariabel (X, Y') ar kontinuerlig och har
tathetsfunktion fxy(x y) ifall fxy(x,y) > 0 fér alla x och y,

250 2 fxy(x,y)dxdy = 1 och
ny(x,y I o [7 . fxy(s, t)dtds fér alla x och y.
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(& Marginalférdelningar

o [fall fXY(X,y) ar frekvensfunktionen for den diskreta tvidimensionella
slumpvariabeln (X, Y') s3 4r marginalfrekvensfunktionerna fér
slumpvariablerna X och Y

A(x) =Pr(X =x)=> fxv(x,y) och
y

fr(y) =Pr(Y =y) = fy(x,y).

o Ifa// I:')()/(X7 y) é.r tathetsfunktlonen fOI’ den kontinuerliga tvadimensionella
slumpvariabeln (X, Y') sd 4r marginaltathetsfunktionerna fér
slumpvariablerna X och Y

o

fx(x) = /00 fxy(x,y)dy och fy(y)= / fxy (x,y)dx.

—00 —00
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@ % Oberoende slumpvariabler

Om (X, Y) ar en diskret tvadimensionell slumpvariabel eller en
kontinuerlig tvadimensionell slumpvariabel med tithetsfunktion sa galler

X och Y ir oberoende &  fxy(x,y) = fx(x)fy(y)-

Om X och Y &r oberoende och f och g &r mawara funktioner sa géller

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)):

& Kovarians och korrelation
@ Kovarians:
Cov(X,Y) =E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).
Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y)’
@ Om X och Y &r oberoende si dr Cov(X, Y) = Cor(X,Y) =0.

e Korrelation: Cor(X,Y) = —1 < Cor(X,Y) <1
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(&) Betingade fordelningar

e Ifall (X,Y) ar en diskret tviadimensionell slumpvariabel med
frekvensfunktion fxy (x,y) eller en kontinuerlig tvadimensionell
slumpvariabel med tathetsfunktion fxy(x,y) sa ar

fxy (x, .
ixtr) = XS ds g >0

den betingande frekvensfunktionen respektive tithetsfunktionen fér Y

givet X = x.
o E(Y|X =x) = Zogyfwx()’\x) eller
oo vivix (ylx) dy
e E(Y|X) ar en slumpvariabel si att E(Y|X)(w) = E(Y|X = X(w)) da
w € Q.

o E(E(Y|X)) = E(Y).
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% Den tvadimensionella normalférdelningen

Slumpvariabeln (X, Y') sags vara normalférdelad om varje linar
kombination aX + Y &r normalférdelad och slumpvariabeln (X, Y') har
da, ifall p = Cor(X,Y) # £1, 0% = Var(X) > 0 och 03 = Var(Y) > 0,
en tathetsfunktion med formen

1 1 (Xfux)2+(y7uy)272P(X*ux)(yfuy)
e 20-77) Z o2, oxoy

fxy(x,y) = °x
() 2roxoy\/1 — p?
D3 dr X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,0%) och

2
Y=y — pax(x ux)>

oyV1— p

Nl=

1 _
fi =
Y|X(y|X) \/%O'Yﬂe

s§ att (Y|X =x) ~N (,uy +pgl(x —px), (1 - pz)af/).
Om p=0 ar X och Y oberoende.
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% Obs!

Observera att om (X, Y) dr en slumpvariabel si att X ar normalférdelad
och Y &r normalférdelad s& behéver inte (X, Y) nédvandigtvis vara
normalférdelad men om tex. X och Y &r oberoende sa ar ocksa (X, Y)
normalfordelad.

@ Ett annat uttryck for tithetsfunktionen da (X, Y) ar
normalfordelad

Ett annat satt att skriva tithetsfunktionen som gér det lattare att
generalisera till det m-dimensionella fallet ar

1 T e T X I13%
VAR S S
V2 \/det (%) y py
o 3¢ % — i
dir ¥ = [paxxay P ;2 Y], sjatt X1 = 1_1p2 [_ 7, U{(UY] och
Y OxX0y o'i

det(X) = ox0% (1 — p?).
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