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Dragning med och utan aterlaggning, forts.

| fallet (1A) utan aterliggning kan vi plocka m kulor ur en urna med k
kulor pa (X) olika sitt (d3 vi antar att kulorna r olika men det inte spelar
nagon roll i vilken ordning vi plockat dem). P3 samma satt kan vi plocka n
vita kulor bland alla v vita ps (V) olika sitt och m — n svarta bland alla

s =k — v svarta p3 ( ,l;__‘,”) olika satt.

Enligt produktprincipen kan vi plocka n vita och m — n svarta bland alla v
vita och k — s svarta p3 (V) - (k_") olika satt och sannolikheten blir

n m—n

(enligt den klassiska definitionen)
e
(m)

Detta dr den sk. hypergeometriska férdelningen.
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Dragning med och utan aterlaggning

Antag att i en urna finns k kulor av vilka v vita och resten s = k — v ar

svarta. Om man (slumpmadssigt) nu plockar m kulor ur urnan och later X

vara antalet vita kulor s3 blir sannolikhetsférdelningen av X (och

resonemanget som leder till svaret) beroende pd om pd om

(A) varje kula laggs tillbaka i urnan efter att firgen noterats och fore
féljande plockas, eller

(IA) ingen kula liggs tillbaka i urnan.

| fallat (A) med &terliggning &r sannolikheten att man plockar en vit kula
varje gang p = ¢ sa vi kan behandla dethar fallet som en upprepning m
ganger av ett experiment. Eftersom det ar férnuftigt att anta att
héndelserna i de olika omgdngarna dr oberoende blir sannolikheten att vi n
ganger plockar en vit kula

= () () 69"

Slumpvariablen X ar alltsd binomial-fordelad med parametrarna m och ¢.

y
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Sannolikhet raknad med hjalp av ett tradnatverk

I 'en urna finns 5 vita och 5 svarta kulor. Vi plockar slumpmd&ssigt en kula
och om den ar vit lagger vi en svart kula i urnan och om den &r svart
lagger vi inte ndgon kula i urnan. Vi gér detta sammanlagt tre ganger. Om
vi nu vill bestimma sannolikheten fér den sista kulan vi plockar ar svart sa
kan vi beskriva proceduren med féljande tridnatverk:

4 7 4 44
5 4 7.5 65 555 543 409

v
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Bayes formel
o _ . Bayes formel, forts.
| ett kommunikationsssytem (med réksignaler?) anvédnds binéra tal, dvs och
"nollor” och "ettor” si att 30% av de binira tal som skickas ar 0 och 70%
ar 1. | systemet forekommer storningar s3 att en del av talen 0 kommer Pr(MO0|S0) Pr(50)
fram som 1 och endel av talen 1 kommer fram som 0. En no/la kommer Pr(50|M0) = Pr(M0[S0) Pr(S0) + Pr(M0|S1) Pr(S1)
korrekt fram med sannolikheten 0.8 och en etta med sannolikheten 0.9 0.8-0.3 0.24
Om vi nu vill rdkna ut sannolikheten fér att "0 har skickats d3 0 har = = ~ 0.774.
. w : : o e ) . 0.8-0.3+0.1-0.7 0.31
mottagits” och "1 har skickats da 1 har mottagits” si kan vi anvinda
Bayes formel och forst definiera Ett annat satt att resoner ar att 1000 tecken skickats, 300 nollor och 700
S0 = {"0 har skickats"} Pr(50) = ettor. av de 300 nollorna kommer 240 fram som 0 och 60 som 1 och av de
S1 = {"1 har skickats"} Pr(51) = 0 7 700 ettorn kommer 630 fram som 1 och 70 som 0. Sammanlagt kommer
MO = {"0 har mottagits"} Pr(MO0|S0) = 0.8 det alltsd 310 nollor och 690 ettor av vilka 240 respektive 630 ar korrekta.
M1 = {"1 har mottagits"} Pr(M1|51)=10.9 D3 blir o
Da far vi Pr(S1|M1) = £ ~ 0.913,
Pr(M1|S1) Pr(S1)
24
Pr(M1|S1) Pr(S1) + Pr(M1]|S0) Pr(S0) Pr(S0|MO) = 240 ~ 0.774.
0.9-0.7 063~0913 310 )
T 09-07+02-03  0.69 R
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Ett samband mellan exponential- och Poissonfoérdelningen Ett samband mellan exponential- och Poissonférdelningen, forts.
Antag att X1, Xy, ... dr oberoende Exp(\) férdelade slumpvariabler och Antag nu att k > 1. Om
att T >0. Latnu Y =max{ k>0: X1+ Xo+... Xk < T }. Viskall visa
att Y ~ Poisson(AT). A={X+.. . +X=T}h
Har kan vi anvdnda det resultat som sdger att om U ja V dr oberoende B={Xi+...+ Xk +Xek31> T},
slumpvariabler med té'thetsfunktioner f och g sa har slumpvariabeln U+ V ) o . o
tathetsfunktionen [ f(x — t)g(t)dt. Nu gér vi induktionsantagandet sd skall vi rakna ut Pr(AN B). Efrtersom X"ﬂ =0 saar B C A och
e A1 g A=(ANB)U(ANB°) = (AN B)U B® av vilket féljer att
att slumpvariabeln X1 + Xo + ... X, har tathetsfunktionen CE da Pr(A) = Pr(AN B) + Pr(B°) s att
x >0 och 0 did x < 0. Detta ar fa//et atminstone dd n = 1. D3 kommer
slumpvariabeln X1 + Xo + ... X1 att ha tithetsfunktionen Pr(An B) = Pr(A) — Pr(BS) = Pr(B) — Pr(A°)
k41 ,—Ax, k 00 yka—Ax, k—1 00 y k n—Ax K
X )\ne—/\ttn—l X 1 /oo A e X / e X / Ae X
—A(x—t) — 1+l —Ax n—1 = ———dx — ————dx=— —_—
/OAG CE /0 CEE = k! r (k=1 -
_ 00 Yk a—Ax, k—1 00 yka—Ax, k—1 AT k
_ g 1L AMe M +/ Aexdx_/ NeVixkl | e A T(AT)e
[ T r (kD) r (kD) K
sd induktionssteget fungerar. | D3 k = 0 s3 foljer pastdendet av att Pr(X; > T) = e = e—”()ﬂ_

4
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ez peredmering Marginal- och betingadefordelningar

e el e e 0% et (e e BT, 0T, e & Antag att den tvadimensionella slumpvariabeln (X, Y') har en diskret

; _ férdelning enligt féljande tabell dar marginalférdelningarna ocksa ar
Pr(X > 300) = 32;%50, (197°)0.25/0.251%%0 = 1 — Fiip(1000,0.25)(299) utré;'knadi' = ° ¢
vilket man latt kan rdkna ut med en dator med lamplig programvara. Men ’
i annat fall kan man utnyttja det faktum att en binomial-férdelad
slumbvariabel 4r summan av oberoende Bernoulli-férdelade slumpvariabler Y
s§ att vi kan tillampa centrala griansvirdessatsen och far, eftersom X har fxy (x, z)
vintevirdet 0.25 - 1000 = 250 och variansen 1000 - 0.25 - 0.75 = 187.5. 11315 7]k
D 5 Z ~ N(0,1 1 1 2
etta betyder att (d3 (0,1)) 0 |[Xlo|&]|o0 2
mezwmzl—megmmzl—m( 20 29 w> X 16 | 16 16 | 16
V/187.5 V187.5 4 % 0 1l6 0 12_6
X — 250
_ ~1_ ~ 2 | 2 | 2|2 8
. . () || 16|36 !
Om man raknar med binomialférdelningens férdelningsfunktion blir svaret
ungefar 0.00019
Den betingade férdelningen av X givet Y = 3 ar
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Marginal- och betingadefordelningar, forts.

X 0|24
fxiy(x[3) | 0| 3]0

wIN | oy

Av detta ser vi att E(X|Y =3)=2-1+6-3 = 1 och p5 motsvarande
sétt kan vi rdkna ut férdelningen for E(X|Y') som blir

3% 1] 3]|5
EXIY=y) | 2| %4 %

E(X|Y) ar alltsd en slumpvariabel med en frekvansfunktion f s3 att
f(2)=2, f(%) = & och f(4) = . Av detta ser vi tex. att
E(EX|Y) =2 &+ 1.5 1 4. 2 =4 vilket 4r detsamma som

1

4

6 6 16
E(X):o.%+z.%+4.%+6%:2—;}:4.

[=)]
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