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¥ Todennikoisyys?

o Suhteellinen osuus toistoista eli empiirinen todennakéisyys: “Jos
tehdas on tuottanut 1000 000 kappaletta tiettya tuotetta ja naista

5015 ovat viallisia, niin todennakdisyys, etta tuote on viallinen on
0.005".

@ Suotuisten vaihtoehtojen osuus eli klassinen todennikéoisyys: “ Jos
uurnassa on 6 mustaa ja 4 valkoista kuulaa ja jos poimimme

umpimahkaan uurnasta kuulan niin todennakéisyys, etta se on musta
6 7
on — =0.6".

6-+4
o Epidvarmuuden mitta: "Sateen todennikdisyys ensi keskiviikkona on
30%." ]
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% % Satunnaiskoe, otosavaruus, alkeistapahtuma, tapahtuma,
todennakoisyys

o Satunnaiskoe: Heitdmme noppaa kerran.

o Otosavaruus: Kokeen tulos on jokin luvuista 1, 2, 3, 4, 5 tai 6 jos
katsomme silmalukua ja kaikkien mahdollisten tulosten joukko
{1,2,3,4,5,6} on otosavaruus.

o Tapahtuma: Jokaisen otosavaruuden osajoukko on tapahtuma, esim.
parillisten silmalukujen joukko {2,4,6}.

o Alkeistapahtuma: Jokainen otosavaruuden alkio 1, 2, 3, 4, 5 ja 6 on
alkeistapahtuma.

o Todennakoisyys: Tassa tapauksessa on luonnollista, etta oletamme
ettd tapahtuman A todennikéisyys on Pr(A) = % missd |A| on A:n

alkioiden lukumaara mutta se ei ole ainoa vaihtoehto!

% %Huom!

Kun sanomme, etta tapahtuma A sattuu, tarkoitamme aina sita, etta jokin

tapahtumaan A kuuluva alkeistapahtuma sattuu.
2. tammikuta 2015 4/ 64




¥ % Joukko-opin kertausta

Jos A ja B seksa,j > 1 ovat tapahtumia eli otosavaruuden S osajoukkoja niin

@ A C B jos jokainen A:n alkio on B:n alkio eli alkeistapahtuma.

&

0o AUB={seS:sec Ataisc B} eli "tapahtuma A sattuu tai
tapahtuma B sattuu (tai molemmat sattuvat)”.

o ANB={seS:secAjasec B} eli "tapahtuma A sattuu ja
tapahtuma B sattuu”.

<

o A\B={seS:sec Amuttas ¢ B} eli "tapahtuma A sattuu
mutta tapahtuma B ei satu”.

0 AA=S\A={seS:s5¢& A} eli "tapahtuma A ei satu”.

Ole

o UZ1Aj={s€S8:s€ A jollakin j > 1} eli "ainakin jokin
tapahtumista A; sattuu’”.
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% % Satunnaiskoe, otosavaruus, tapahtuma, todennikdisyys

@ Otosavaruus S on satunnaiskokeen kaikkien mahdollisten tulosten
muodostama joukko.

@ Otosavaruuden alkio on alkeistapahtuma.

@ Tapahtuma ovat otosavaruuden osajoukko.

@ Jokaisella tapahtumalla A on todenndkoisyys Pr(A) ja ndma
todennikdisyydet toteuttavat seuraavat ehdot () on tyhjd joukko,
johon ei kuulu yhtaan alkiota):

* 0 < Pr(A) <1 jokaiselle tapahtumalle A.
* Pr(S)=1.
* Pr(UR,A) =D 72, Pr(A;) jos AiN A = 0 kun j # k.
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% %Huom!

Todennikoisyysfunktiota koskevista oletuksista seuraa myoés, ettd (missa S
on otosavaruus)

% Pr(0) =0.

* Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B).
* Pr(A¢) =Pr(S\ A)=1-Pr(A).

% AC B = Pr(A) < Pr(B).

Huom!

Kun S sisiltdd darellisen monta alkiota on luonnollista, ettd kaikki otosavaruuden S osajoukot ovat tapahtumia mutta yleisesti
tima ei ole mahdollista tai edes toivottavaa ja silloin Pr on funktio, joka on maaritelty S:n o-algebrassa A, eli joukossa A jolla
on seuraavat ominaisuudet:

Q@ AcA—-ACS,

QO Seu4q,

Q@ Ac A S\Ac A,

QO A €A i=12... 5 UXA €A
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¥ % Riippumattomuus

Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia jos
Pr(AN B) = Pr(A) - Pr(B),
Jja tapahtumat A;, j € J ovat riippumattomia jos
Pr(A, NA, N ...NA;,)=Pr(Ay) - Pr(A;) -...-Pr(A;,)

aina kun ji € J, k=1,...,m ja jo # jq kun p # q.

%Huom!

Jos tapahtumat Aj, j € J ovat riippumattomia niin Aj, ja A;, ovat
riippumattomia kun j, # jx mutta jos tapahtumat A;, j € J, ovat vain
pareittain rilppumattomia, eli Aj, ja A;, ovat rippumattomia kaikilla

Jp 7# Jk niin tapahtumat A;, j € J eivat valttamatta ole riippumattomia.
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@ Riippumattomuus

Heitetaan "virheetonta” kolikkoa kaksi kertaa ja olkoot

A1 = { "Ensimmadiselld heitolla kruuna” },

Ay = { "Toisella heitolla kruuna” } ja A3 = { "Saadaan yksi kruuna” }.
Mitks tapahtumat ovat riippumattomia ja mitka eivat ole?

Ratkaisu: Otosavaruus on tidssa tapauksessa S = {HH,HT, TH, TT}
(missa siis H on kruuna ja T klaava). Tassa tapauksessa on siis

A1 ={HH,HT}, Ao = {HH, TH} ja A3 = {HT, TH}. Koska kolikko
oletetaan olevan virheeton niin tapahtuman A C S todennakoisyys on
Pr(A) = i5f jolloin Pr(A1) = Pr(A;) = Pr(As) =3 =1 ja

Pr(A1 N Ay) = Pr({HH}) = %, Pr(A; N A3) = Pr({HT}) = 1 sekd
Pr(A2 N A3) = Pr({TH}) = 7. Tastad ndhdaan, etta tapahtumat A; ja Aj
ovat riippumattomia kun i, | E {1,2,3} ja i # j koska silloin

Pr(A;NA;) =1 = Pr(A) - Pr(A)).

Mutta Pr(A; N A N Az) = Pr(0) = 0 # Pr(A1) - Pr(Az) - Pr(As) joten
tapahtumat Ay, Ay ja Az eivat ole rilppumattomia ainoastaan pareittain rippumattomia.

i
4
l
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& Esimerkki

Jos tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, niin ovatko myods
tapahtumat A = S\ A ja B¢ = S\ B riippumattomia?

Ratkaisu: Osoitamme ensin, ettd A ja B ovat riippumattomia.
Maaritelman mukaan S = AU A€ joten B=BNS =(BNA)U (BN A
ja Pr(B) =Pr(BNA)+ Pr(BnN A°). (Tamihan on
kokonaistodennikéisyyden kaava.) Koska A ja B ovat riippumattomia niin
Pr(BNA) =Pr(B) - Pr(A) ja

Pr(B) = Pr(B) - Pr(A) + Pr(B N A°) = Pr(B) + Pr(A° N B).
josta seuraa, etta
Pr(ANB) = Pr(B)—Pr(B)-Pr(A) = (1—Pr(A))-Pr(B) = Pr(A°)-Pr(B).

Nyt olemme osoittaneet oikeaksi implikaation "A ja B riippumattomia” —
"A¢ ja B riippumattomia” ja oletuksesta, ettd A ja B ovat riippumattia
seuraa silloin, ettd A€ ja B eli myos B ja A¢ ovat riippumattomia jolloin
implikaation nojalla saame myos, ettd B¢ ja A¢ ovat riippumattomia.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0502 Todennikdisyyslaskennan ja tilastc 2. tammikuuta 2015 10 / 64




% % Ehdollinen todennikaisyys
Tapahtuman A ehdollinen todennakéisyys ehdolla, etta tapahtuma B on

sattunut on
~ Pr(An B)

Pr(AIB) = prEy

olettaen, etta Pr(B) > 0.
Kun tapahtuma B on sattunut voimme rajoittaa otosavaruuden S joukoksi B ja

laskea uudet todennakoisyydet tapahtumille AN B, jotka ovat uuden
otosavaruuden osajoukkoja.

% % Ehdollisen todennikoisyyden tulosdintd
Ehdollisen todennakoisyyden maaritelmasta seuraa ns. tulosaanto

Pr(AN B) = Pr(A) - Pr(B|A),
Ja yleisemmin

Pr(A1 N...N Ak) = Pr(Al) . PF(A2|A1)
. PF(A3|A1 M A2) S Pr(Ak|A1 MN...: ﬂAk_l).
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‘@ Puuverkko apuvilineeni

Uurnassa on alunperin 5 valkoista ja 5 mustaa palloa. Nostamme
satunnaisesti pallon uurnasta ja jos se on valkoinen laitamme mustan
pallon uurnaan (emmeka siis laita nostettua valkoista palloa takaisin) ja
Jjos se on musta emme laita yhtaan palloa uurnaan. Toistamme taman
viela kaksi kertaa. Mika on todennakosyys, etta taman jalkeen uurnassa on
6 mustaa palloa?

Ratkaisu: Tassa voimme kayttaa ehdollisen todennakoisyyden tulosaantoa
mutta tdma on yksinkertaisinta jos piirramme puun siten, ettd kaari
vasemmalle alas valitaan jos nostamme valkoisen pallon ja kaari oikealle
alas valitaan jos nostamme mustan pallon. Jokaiseen solmuun kirjoitamme
siind vaiheessa uurnassa olevien valkoisten ja mustien pallojen lukumaarat
Jja jokaisen kaaren kohdalle kirjoitamme todennakoisyyden, etta tama kaari
valitaan olettaen, etta uurnassa on solmun mukaiset lukumaarat valkoisia
Jja mustia palloja. Silloin puu ndyttda seuraavanlaiselta:
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@ Puuverkko apuvilineen3, jatk.

2 2
10 10
10 1 9 9

0
5 g 5 3
9 8

8

(e][&)

Nain ollen kolmessa tapauksessa uurnassa on 6 mustaa palloa ja naiden
todenndkoisyydet saamme laskemalla niihin johtavien polkujen
todenndkdoisyyksien tulot jolloin vastaukseksi saamme laskemalla yhteen:

5.4 7.5 6.4 554 1607
10 10 10 10 10 9 10 9 9 4050 )
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W Bayesin kaava: Esimerkki

Erdaassa maassa asuu kaksi yhta suurta heimoa kierot ja lierot. Kieroista
60 % vastaavat kaikkiin kysymyksiin oikein ja lieroista 80% vastaavat
kaikkiin kysymyksiin oikein. Tapaat maan asukkaan, jolta kysyt onko han
kiero vai liero ja han vastaa olevansa kiero. Mika on todennakoisyys, etta
hén todella on kiero?

Oletamme yksinkertaisuuden vuoksi ettd kieroja on yhteensid 1000 henkil6a
Ja lieroja samoin 1000 henkil6a. Silloin tiedimme, etta kieroista 600
vastaavat kysymyksiin oikein ja sanovat olevansa kieroja. Vastaavasti
lieroista 200 vastaavat kysymyksiin vaarin, eli sanovat olevansa kieroja.
Nain ollen yhteensa 800 henkiloa sanovat olevansa kieroja ja naista 600

ovat todella kieroja joten todennakoisyys, ettd tapaamasi henkilé on kiero

600
on % = 0.75. |
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‘& Kokonaistodennikaisyys

Jos Bj, j=1,...,n ovat tapahtumia siten, ettd U?_B; =S, B; N By = ()
kun j # k ja Pr(B;j) > 0 kun j = 1,..., n niin kaikille tapahtumille A patee

Pr(A) =) Pr(B;) - Pr(A|B;)
j=1

Miksi? Koska A= ANS = UL (AN B)) ja (AN B;) N (AN By) = 0 kun j # k niin Pr(A) = 377 1 Pr(AN B)) ja

tulosainnon mukaan Pr(A N B;) = Pr(B;) - Pr(A|B;).
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¥ ¥ Bayesin kaava

Jos UI_1Bj =S, BiNBx =0 kun j # k, Pr(B;j) >0 kunj=1,...,n ja
Pr(A) > 0 niin patee

Pr(Bk) o Pr(A]Bk)

PrBHA) = S BB - PreAIB)
Miksi?
Pr(Bk\A):w, Pr(Bc N A) = Pr(By) - Pr(A[By) ja

Pr(A) = Z Pr(B;) - Pr(A|B)).

@ Bayesin kaava kuvaa miten meidan pitaa paivittaa kasitystimme
tapahtumien By todennidkéisyyksistd Pr(By) todenndkéisyykseiksi
Pr(Bk|A) kun saamme tietda, ettd tapahtuma A on sattunut.

v
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%W Bayesin kaava: Esimerkki

Erdaassa maassa asuu kaksi yhta suurta heimoa kierot ja lierot. Kierot
vastaavat kaikkiin kysymyksiin oikein todennakoisyydella 0.6 ja lierot
vastaavat kaikkiin kysymyksiin oikein todennakoisyydelld 0.8. Tapaat maan
asukkaan, jolta kysyt onko han kiero vai liero ja han vastaa olevansa kiero.
Mika on todennikdisyys, ettd han todella on kiero?

Ratkaisu: Olkoon K tapahtuma, ettd vastaan tulee kiero ja L tapahtuma
ettd vastaan tulee liero. Oletusten mukaan Pr(K) = Pr(L) = 0.5. Olkoon
SK tapahtuma, ettd vastaan tuleva henkilé sanoo olevansa kiero.
Oletusten mukaan patee

Pr(SK|K) =0.6 ja Pr(SK|L)=1-0.8=0.2.

Nyt haluamme laskea Pr(K|SK) ja Bayesin kaavan nojalla saamme

B Pr(SK|K) Pr(K)
PriKISK) = Br(SKIK) Pr(K) + Pr(SK|L) Pr(L)
~ 06-05 03
- 06-05+02-05 04
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= 0.75.

¥ % Klassinen todennikoisyys ja kombinatoriikka

Tapahtuman A alkeistapahtumien lukumaara

Pr(A) = — . . e
(4) Kaikkien otosavaruuden alkeistapahtumien lukumaara
Tassa siis oletamme, etta kaikki alkeistapahtumat ovat yhta todennakdisia
(ja ettd niitd on vain darellisen monta) ja meidin pitdd laskea montako
alkiota kuuluu otosavaruuteen S ja montako néista kuuluu joukkoon A.

W % Tuloperiaate

Jos valintaprosessissa on k vaihetta ja vaiheessa j on n; vaihtoehtoa,
riippumatta siita mita Va/into_ja aikaisemmin on tehty (mutta vaihtoehdot saattavat
riippua valinnoista) niin kaikkien Vaihtoehto_jen /Ukumaara on

ng-np-...:nNg.
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% % Permutaatiot, binomikertoimet jne.
@ Jos joukossa on n alkiota voimme asettaa ne jarjestykseen
n=1-2-3-...-(n—=1)-n,
eri tavalla. (Muista: 0! = 1)
@ Joukosta, jossa on n alkiota, voimme valita k alkiota ja asettaa ne

jarjestykseen

n.(n—l)-...-(n—k+1):m

eri tavalla.

@ Joukosta, jossa on n alkiota voimme valita osajoukon, jossa on k
alkiota
ny n!
k) kl(n— k)’

Kaikissa ndissa tapauksissa valitsesmme joukosta alkion vain kerran, eli jos
poimimme kuulia uurnasta emme laita niita takaisin.
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eri tavalla.

& Esimerkki

Henkilot A, B, C, D, E ja F asettuvat perakkain jonoon taysin
satunnaisesti. Milla todennakéisyydelld A ja B joutuvat vierekkain?
Ratkaisu: 6 henkil6d voivat asettua jarjestykseen 6! eri tavalla eli tama on
kaikkien alkeistapahtumien lukumaara.

Jos A ja B asettuvat vierekkain he ovat sijoilla (1,2), (2,3), (3,4), (4,5)
tai (5,6) eli tissd on 5 vaihtoehtoa. Lisiksi he voivat asettua jirjestykseen
AB tai BA mikd antaa 2 vaihtoehtoa. Kun A ja B ovat asettuneet
paikoilleen niin henkiléilla C, D, E ja F on yhteensa 4! vaihtoehtoa
asettua jarjestykseen jaljelle jaaneille paikoille. Tuloperiaatteen nojalla
henkiloét A ja B voivat asettua vierekkain

5.2 41,

eri tavalla joten todennakoisyys, etta nain kay tulee olemaan

5.2.41 1
6! 3
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¥ % Satunnaismuuttuja ja kertymafunktio

Reaalinen satunnaismuuttuja on funktio X : & — R (siis ei varsinaisesti mikén
muuttja) MISsa S on jonkin kokeen otosavaruus, jossa on annettu
todenndkoisyys ja {s € S: X(s) < t} on tapahtuma kaikilla t € R eli X on mitallinen funktio.

Jos X on (reaalinen) satunnaismuuttuja niin sen kertymdafunktio on funktio

Fx(t)=Pr(X <t)=Pr({seS:X(s)<t}), teR.

Funktio F : R — [0, 1] on kertymé&funktio jos ja vain jos
@ 0 < F(th) < F(tr) <1 kun t; < ty,
@ limi,_o F(t) =0 jalim(, F(t) =1,
@ lim,_+y F(u) = F(t) kun t € R.
Tassa tapauksessa patee lisaksi
@ lim,,+— F(u) =Pr(X < t),
@ limi¢r F(y) —limy—:— F(u) =Pr(X =t).
@ F(u)— F(t)=Pr(t < X <u)jost<u.
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@ Huom!

Lausekkeet X <t ja X < t eivdt muodollisesti ole tapahtumia (eli S:n
osajoukkoja) mutta tavallisesti kirjoitetaan Pr(X < t) pitemman
lausekkeen Pr({s € S: X(s) < t}) sijasta.

& Riippumattomat satunnaismuuttujat

Satunnaismuuttu_jat )(j, _j c J joilla on sama otosavaruus eli maarittelyjoukko OVat
riippumattomia jos tapahtumat { X; < a; }, j € J ovat riippumattomia
kaikilla a;j € R, j € J ja silloin myés tapahtumat { X; € A; }, j € J ovat
riippumattomia kaikilla sorel joukoilla A;.

% Satunnaismuuttujan todennikaisyysjakauma

Satunnaismuuttujan X : S — R todennikéisyysjakauma (tai vain
Jakauma) on todennakdisyysfunktio Prx(A) = Pr(X € A) missi A ¢ R on seliainen,
etts {s € S: X(s) € A} on tapahtuma €lI uudeksi otosavaruudeksi otetaan R ja
madritetaan sen tapahtumille todennakoisyydet funktiolla Pry.
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% % Diskreetit satunnaismuuttujat

Satunnaismuuttuja X on diskreetti jos on olemassa joukko A C R ja
positiivisia lukuja fx(a), a € A siten, etta

Fx(t) = fx(a).

a<t
acA

Tastd seuraa, ettd Pr(X = a) = fx(a) kunac A ja ) ,.afx(a) =1 joten
Pr(X ¢ A) = O Ja joukossa A on korkeintaan numeroituvan monta alkiota ja voimme olettaa, ettd fx(t) = 0 kun

t ¢ A.
fx on diskreetin satunnaismuuttujan X pistetodennakdéisyysfunktio.

[
X X
._—I
T
[ 1 ;
v
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% % Jatkuvat satunnaismuuttujat

Satunnaismuuttuja X on jatkuva jos sen kertymafunktio on jatkuva eli
Pr(X = a) = 0 kaikilla a € R. Tavallisesti tehddan kuitenkin lisdoletus,
ettd satunnaismuuttujalla X on tiheysfunktio fx siten, etta

Fx(t) = /_t fx(u)du.

Téssé tapauksessa fx(u) >0, [*° fx(u)du =1 ja &Fx(t) = fx(t).

Fx (b)
Fx // x

Fx(a)

Pr(a < X <b)=Pr(a< X < b)=Fx(b)— Fx(a) = /b f(t)dt.

v
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% % Odotusarvo

Jos X on diskreetti satunnaismuuttuja niin sen odotusarvo on

E(X) =) aPr(X =a) =) afx(a),

a

missd fx on sen pistetodennakéisyysfunktio ja jos X:Ild on tiheysfunktio f,
niin sen odotusarvo on

O
E(X) = / tfx(t)dt,
— 00
molemmissa tapauksissa olettaen, etta summa tai integraali on olemassa (ei

>0 afx(a) < oo tai 32, glalfx(a) < oo ja [0 thx(t)dt < oo tai [O__|t|f(t)dt < o0), MUULEN
kirjoitetaan E(X) = NaN ja sanotaan ettei talld satunnaismuuttujalla ole
odotusarvoa.
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(@ Veto i vedonysnisunse (0dds) ja Bayesin kaava

Oleta, etts osallistut rahapeliin, jossa voitat ja saat vastapeluriltasi yhden
euron todennakoisyydella p ja haviat ja annat vastapelurillesi v euroa
todenndkoisyydella 1 — p. Milla v:n arvolla kyseessa on reilu peli?
Voittosi (ja haviési) on satunnaismuuttuja X joka saa arvon 1
todennakoisyydelld p ja arvon —v todennakdisyydelld 1 — p ja vastapelurisi
voitto on —X. Nyt jarkeva reiluuden kriiteri on ettd molempien voiton
odotusarvo on 0, eli E(X) =1-p— v - (1 — p) = 0 josta saadaan
_P_
1—-p’
Joka on pelin veto i vedoniysntisunde (eng. odds) sinun kannaltasi.
Tama kasite tulee mybs vastaan Bayesin kaavan yhteydessa seuraavalla
Pr(B)  Pr(B)
Pr(Bc) 1—Pr(B)
Jos tiedimme, etta tapahtuma A on sattunut niin saamme Bayesin kaavan
nojalla paivitetyn vedon tapahtumalle B olettaen, ettd A on sattunut, eli
Pr(B|A)  Pr(AlB) Pr(B)
Pr(B¢|A) ~ Pr(A|BS) Pr(B°)
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vV =

tavalla: Jos B on jokin tapahtuma niin sen veto on




% % Satunnaismuuttujan funktion odotusarvo

Jos X on satunnaismuuttuja ja g on mitiinen funktio niin
E(g(X)) =) _g(a)Pr(X =a) =) _g(a)fx(a)
a a
jos X on diskreetti ja
E(X) = [ ei(e)de

— 0

jos X on jatkuva satunnaismuuttuja, jolla on tiheysfunktio fx. Erityisesti
jos g(t) =1 kun t € A ja g(t) = 0 muuten (jolloin usein kirjoitetaan
g = 1) niin

E(g(X)) = Pr(X € A),

eli todennakoisyydetkin voidaan esittaa odotusarvoina.
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‘& Pietarin paradoksi

Saat maksua vastaan mahdollisuuden osallistua seuraavaan peliin:
Heitetaan kolikkoa kunnes tulee kruuna. Jos tama tapahtuu n:nnella
heitolla saat 2" euroa.

Miten paljon kannattaa maksaa mahdollisuudesta osallistua tahan peliin?
Todenndkoisyys, etta ensimmainen kruuna tulee n:nnella heitolla on 27"
(ainoa mahdollisuus on n — 1 klaavaa ja sitten kruuna), joten voiton
odotusarvo on

Z 2" Pr(kruuna n:nnelld heitolla) = Z 21. 27" = Z 1 = oo.
n=1 n=1

n=1

On monta syytd miksi ei ole jarkevdd maksaa mitd tahansa jotta tihan
peliin saisi osallistua (tai yleensd ldhted mukaankin), ja tama esimerkki
osoittaakin ettei odotusarvo ole kaikkiin tilanteisiin sopiva kasite.
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% ¥ Varianssi ja standardipoikkeama
Jos satunnaismuuttujalla X on &arellinen odotusarvo niin sen varianssi on

Var(X) = o% = E((X — E(X))?),
Ja sen standardipoikkeama eli keskihajonta on
D(X) = ox = /Var(X).

Keskihajonnan etu varianssiin ndhden on, ettd sen mittayksikké on sama
kuin X:n ja D(aX) = |a|D(X).
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% % Odotusarvo on lineaarinen ja monotoninen

Jos X]_ _ja X2 ovat kaksi (samalla otosavaruudella maiéritelty3) Satunnaismuuttu_jaa, JOI//a
on aarelliset odotusarvot niin

E(C1X1 S C2X2) = C1E(X1) + CQE(XQ),
Jja jos lisdksi Pr(X1 < X3) = 1 niin
E(X) < E(Xa).

Tastd seuraa erityisesti, ettd (missd 1 on satunnaismuuttuja joka saa
todennakéisyydelld 1 arvon 1)

Var(X) = E((X — E(X))?) = E(X* — 2XE(X) + E(X)?)
= E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)?E(1) = E(X?) — E(X)? > 0.

v
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% % Summan varianssi

Jos X]_ ja X2 ovat (saman otosavaruuden) riippumattomia SatunnaismuuttUjia niin
Var(ci X1 4+ ©X2) = cZVar(X1) + c3Var(X2).

Ja yleisessad tapauksessa (olettaen, ettd varianssit ovat darellisid)

Var(ci X1 + oXo) = c2Var(Xy)
+2c10E((X1 — E(X1))(X2 — E(X2))) + c2Var(X).

v
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(& Tsebysovin epayhtild
1
Pr (\x ~E(X)| > k\/Var(X)) <z k>1.

Miksi?
o —E(X)] :
Olkoon g(t) =1 jos Y =i > 1 ja 0 muuten. Ndin ollen
2
E(g(X)) = Pr(|1X — E(X)| > k\/Var(X)). Nyt pitee g(t) < (f%“&'))

koska g(t) on 0 jos oikea puoli on pienempi kuin 1 joten

Pr (\x —E(X)| > k\/Var(X)) — E(g(X))

e[ (X=ECONY) _ 1ver) 1
- k+/Var(X) Bl
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W Kvantiilit
Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka kertymafunktio on Fx ja 0 < p < 1.

o Jos Fx:lld on kaanteisfunktio, niin x, = Fx*(p) on
satunnaismuuttujan X ja sen jakauman kvantiili kertalukua p.

@ Yleisesti, x, on kvantiili kertalukua p jos

Pr(X < xp) < p < Pr(X < xp),
Pr(X > x,) <1—p <Pr(X > xp).

@ Mediaani on kvantiili kertalukua 0.5.

e Kvantiilit eivat valttamatta ole yksikasitteisid mutta ne ovat aina
olemassa.
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¥ ¥ Kvanttiilit, jatk.

Monessa tilastomatemaattisessa laskussa muodostamme ensin
"testimuuttujan” V/, jonka kertymafunktio F\, ja tiheysfunktio fy on
tunnettu (ainakin approksimatiivisesti). Sitten laskemme luvut a ja b siten,
ettd Pr(V < a) = p, ja Pr(V > b) = pp missd useimmiten p, = pp mutta
Jjoskus toinen on 0. Olettaen, ettad kertymafunktiolla on kdanteisfunktio
niin saamme

a=F,'(pa) ja b=F,'(1-ps)

1—pp 7/A

Pa

Naiden lukujen a ja b seka testimuuttujan maaritelman avulla voimme
sitten laskea ne suureet joista todella olemme kiinostuneita.

Kun V' kuten tidssa on jatkuva niin Pr(V < a) = Pr(V < a) ja

Prla<V <b)=Prla<V <b)=1—p,— pp.
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Tarkeita jatkuvia satunnaismuuttjia ja niiden jakaumat
@ Tasainen jatkuva jakauma (missi —oo < a < b < o0):

1

—, a<t<bpb
fx(ty=¢ b2 ~ = =7
x(1) {0, t<a tai t>b.

Odotusarvo on 3(a+ b) ja varianssi 75(b — a)>.
o Normaalijakauma X ~ N(u,0?):

1 _e=w?
e 202

fx(t) =
oV 2w
Odotusarvo on ji ja varianssi 2.

Kertyméifunktiolle patee Fy(,, »2)(t) = Fno,1) (=2).

(o2

@ Eksponenttijakauma X ~ Exp(\) missa A > 0:

e M >0
fx(t) = ’ -
x(t) {0, t<0.

: 1
Odotusarvo on Y, J2 varianssi

A2
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W W Tarkeita diskreettisia satunnaismuuttujia ja niiden jakaumat

@ Tasainen diskreetti jakauma: Pr(X = x;) = % i=1,2,...,0n jolioin
oletetaan, etts x; # xj kun i # j.
@ Bernoulli-jakauma X ~ Bernoulli(p), 0 < p < 1:
o Pr(X=1)=p, Pr(X=0) = (1 —p) elix(s) =1 kuns € AC S ja X(s) = 0 kun
s € S\ A missi Pr(A) = p.
o E(X) = p ja Var(X) = p(1 - p).
@ Binomijakauma X ~ Bin(n,p), n>0,0<p <1:
n

o Pr(X =k) = (k)pk(l—p)”_k, k=0,1,...,n.

o X on n:n riippumattoman Bernoulli(p)-jakautuneen
satunnaismuuttujan summa eli koe toistetaan n kertaa riippumattomin
tuloksin ja tapahtuma A jolle patee Pr(A) = p, sattuu X kertaa.

o E(X) = np ja Var(X) = np(1 — p).

@ Poisson-jakauma X ~ Poisson(\), A > 0:

k
o Pr(X:k):e_’\%, k=0,1,2,....

© Saadaan binomijakauman raja-arvona kun n — oo ja np — .
o E(X) = Var(X) =\

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0502 Todennikaisyyslaskennan ja tilastc 2. tammikuuta 2015 36 / 64




W W Tarkeita diskreettisia satunnaismuuttujia ja niiden jakaumat, jatk.

@ Hypergeometrinen jakauma X ~ HyperGeom(N,r,n) 0 < n,r < N:
o Jos uurnasta, missa on r valkoista ja N — r mustaa kuulaa nostetaan

satunnaisesti n kuulaa niin nostetuiksi tulleiden valkoisten kuulien
lukum3&ara noudattaa HyperGeom(N, r, n)-jakaumaa.

L)

o Pr(X = k) = (N)
o E(X) = F, Var(x) = 2 . Nor Moo

@ Geometrinen jakauma (kaksi muunneimaa) X ~ Geom(p), 0 < p < 1:

o Koe toistetaan kunnes tapahtuma A, jonka todennakdisyys on p,
sattuu jolloin X toistojen lukumaara ja X, toistojen lukumaara
ennenkuin A sattuu joten Xy = X5 + 1.
Pr(X; = k) = (1 — p)<1p, k > 1.

Pr(Xo = k) = (1 — p)*p, k > 0.

o E(X1) = %, E(X2) = 552, var(xq) = Var(x) = 12

2

S O
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W Tarkeitd diskreettisia satunnaismuuttujia ja niiden jakaumat, jatk.

e Negatiivinen binomijakauma X ~ NegBin(p,r), 0 < p <1, r > 1:
o Koe toistetaan kunnes tapahtuma A, jonka todennakdisyys on p, on

sattunut r kertaa ja X on toistojen lukumaara.

o Pr(x =n)= (7)o

o E(X) = 5o Var(x) = 1052,

% % Poisson- ja eksponenttijakauman vilinen yhteys

Jos X1, Xz, ... ovat riippumattomia Exp(\)-jakautuneita
satunnaismuuttujia, T >0jaY =max{ k >0: X1+ Xo+ ... X,k < T}
niin 'Y ~ Poisson(AT).

Eli jos asiakkaat saapuvat palvelupisteeseen riippumattomin ja
Exp(\)-jakautunein véliajoin, niin T-pituisella aikavalilli saapuneiden
asiakkaiden lukumaara on Poisson(A T )-jakautunut.
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% Poiminta takaisinpanolla ja ilman takaisinpanoa

Oletamme, ettd uurnassa on m mustaa ja v valkoista kuulaa ja poimimme
siitd n kuulaa.

Jos jokaisen poimitun kuulan kohdalla katsomme minkavarinen se on
Jja laitamme sen sitten takaisin uurnaan niin kdytamme takaisinpanoa,
Jja todenndkdoisyys, ettd poimimme mustan kuulan on joka kerralla

mLJrV joten todennakoisyys, etta poimimme kaiken kaikkiaan k mustaa
k n—k
kuulaa on binomijakauman mukaisesti (Z) (%) (1 — m’:\/) .

Jos sen sijaan emme kayta takaisinpanoa niin todennakéisyys etta
poimimme mustan kuulan riippuu siitd minkavarisia kuulia olemme jo
poimineet ja todenndkdisyys, ettda saamme k mustaa kuulaa on
m 14
(k) ’ (n—k)
(")
n
- - s m - .
Jos m ja v kasvavat siten, ettd - pysyy vakiona niin (b)-kohdan

+v
todennakdisyys lahestyy (a)-kohdan todennakdisyytta.

hypergeometrisen jakauman mukaisesti
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‘& Eksponenttijakauman unohtamisominaisuus

Olkoon X satunnaismuuttuja, joka on Exp(\)-jakautunut. Jos t,u > 0 niin
patee
Pr(X >t+u|X >u)=Pr(X >t),

eli laite joka toimii ajan X on kuin uusi joka hetkella kun se vielad toimii.
Miksi? Eksponenttijakauman kertymafunktio on 1 — e~ *t joten

Pr(X >t+u)=1— Fx(t+u)=e T Pr(X > u)=e? ja
{X>t+u}n{X >u} ={X>t+ u} joten

Pr(X>t+ujaX>u) Pr(X>t+u)
Pr(X > u) ~ Pr(X > u)
e~ A(t+u)

— —e—)\u =S e_At = PI’(X > t).

Pr(X >t4+u|X >u)=
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@ Hasardifunktio

Jos X on satunnaismuuttuja jolla on tiheysfunktio fx ja kertymafunktio
Fx niin sen hasardifunktio on

o fx(1)
Ax(t) = 1_—,:)<(t)’
Jolloin

Fx(t) =1— e Jo oo Ax(u) du

_ja Jjos Ax on oikealta jatkuva pisteessa t niin

Ax(t) = fim. % Pr(X € (£, ¢+ h) | X > t),
eli jos X on aika, jonka laite toimii, ja se on toiminut ajan t niin
todenndkdoisyys, etta se lakkaa toimimasta seuravaalla h-pituisella
aikavalilld on noin Ax(t)h.

Eksponenttijakaumalla hasardifunktio on siis positiivinen vakio A kunt > 0
ja 0 kunt <O.

y
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% % Keskeinen raja-arvolause

Jos satunnaismuuttujat Xy, X5, ... ovat rilppumattomia ja niilld on sama
jakauma siten, ettd E(X;) = p ja Var(X;) = 0% < 00, j = 1,2,..., niin
patee

%Zfﬂxj_:“ _ Zf:lxj_”:“
a2 o\/n

n

~a2N(0,1) kun n— oo,

eli

Z'.’_l Xj — np t 1 1 2
lim Pr = <t|=F t :/ e 2" du.
n— 00 O'\/ﬁ o N(O’l)( ) oo V2T

% % Normaaliapproksimaatio

Jos X on "riittavan” monen riippumattoman satunnaismuuttujan summa
miss3 jokaisen satunnaismuuttujan varianssi on darellinen (eika liian iso tai

X — E(X)
v VarX

liian pieni) niin satunnaismuuttuja on "suurin piirtein”

N(0, 1)-jakautunut.

v
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(@ Binomijakauma ja normaaliapproksimaatio

Heitamme noppaa 1500 kertaa. Milla todennakoisyydella tulos on 5 tai 6
korkeintaan 450 kertaa?
Ratkaisu: Koska todennakésyys, etta tulos on 5 tai 6 yhdessa heitossa on

% Jja koska on jarkevaa olettaa, etta heittojen tulokset ovat riippumattomia
niin vastaus saadaan binomijakauman avulla ja se on

% (1500> (1)k (1 1)150“

— k 3 3
Voimme laskea tdman summan komennolla binocdf (450,1500,1/3)
Jolloin tulokseksi saamme 0.003147. Toinen tapa on kdyttaa
normaaliapproksimaatiota: Olkoon Xj = 1 jos heiton j tulos on 5 tai 6 ja

muuten 0. Jos nyt Y = 21500 X; niin E(Y') = 1500 - % = 500 ja

Var(Y) =1500-3-(1—3) = 10300. Keskeisen raja-arvolauseen nojalla
Y—E(Y)

\/T(Y) ~q N(O, ].) joten
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(@ Binomijakauma ja normaaliapproksimaatio, jatk.
Y —E(Y 450 — E(Y
Pr(Y < 450) = Pr (Y) < >0 )
v/ Var(Y) v/ Var(Y)
Y —E(Y) _ 450 — 500 :Pr<Y—E(Y)

Var(Y) /% /Var(Y)

~ Fno,1)(—2.73861) = 0.003085.
Jos olisi kysytty milla todennakéisyydella tulos on 5 tai 6 vahintaan 470 ja
enintaan 520 kertaa niin tulos olisi

< 2.73861)

470 — Y E(Y 20 —

1000 Var 1000
\ﬁ 1000 ﬁ \ﬁ 1000

— Pr| —1.6432 < Y_E(Y) < 1.0954
v/ Var(Y)
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(& Kaksiulotteiset satunnaismuuttujat ja niiden jakaumat

@ Jos S on otosavaruus jossa on annettu todennadkdoisyysfunktio niin
(X,Y):S— R? on kaksiulotteinen satunnasimuuttuja, jonka
kertymafunktio on Fxy(t,u) = Pr(X < t, Y < u) olettaen, ets

{s e S:X(s) <t,Y(s) < u} on tapahtuma otosavaruudessa kaikilla reaaliluvuilla t ja u.

@ Kaksiulotteinen satunnaismuuttuja (X, Y') on diskreetti ja sen
pistetodennakdisyysfunktio on fxy(t, u) jos
Pr(X =1t,Y =u) = fxy(t,u) > 0 kaikilla t ja u ja
Zt Z u fxy(t, u ) — 1 Jolloin 18ytyy korkeintaan numeroituvan monta lukuparia (t, u) siten, ettd
fxy(t,y) > 0.

@ Kaksiulotteinen satunnaismuuttuja (X, Y) on jatkuva jos Fxy on
Jatkuva ja silld on tiheysfunktio fxy (t, u) mikdli fxy(t,u) > 0 kaikilla
t ja u, ja Fxy(t,u) f [2 txy(r,v)dT dv kaikilla t ja u jolloin
f f fxy(t u dtdu = 1.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0502 Todennikaisyyslaskennan ja tilastc 2. tammikuuta 2015 45 / 64

% Reunajakaumat

@ Jos fxy(t, u) on diskreetin kaksiiotteisen Satunnaismuuttujan (X, Y)
pistetodennakoisyys niin satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumat
ovat

fx(t) =Pr(X =t)=> fxy(t,u) ja

fy(u) =Pr(Y =u) =) fxy(t,u).

@ Jos fxy(t, u) on jatkuvan kaksiotteisen Satunnaismuuttujan (X, Y)
tiheysfunktio niin satunnaismuuttujien X ja Y reunatiheysfunktiot
ovat

fx(t) = /00 fxy(t,u)du ja fy(u)= /OO fxy(t,u)dt.

— 0 —00

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0502 Todennikaisyyslaskennan ja tilastc 2. tammikuuta 2015 46 / 64



& Odotusarvot

Jos (X, Y) on kaksiulotteinen satunnaismuuttuja ja h(x,y) on mitafinen
funktio niin
E(h(X,Y)) =) h(t, u)fxy(t, u),
t u
kun (X, Y) on diskreetti satunnaismuuttuja ja summa on olemassa ja
E(h(X,Y)) = / / h(t, u)fiey (£, 1) dt du,

kun (X, Y) on jatkuva satunnaismuuttuja jolla on tiheysfunktio ja
integraali on olemassa.
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% % Riippumattomat satunnaismuuttujat

Jos (X, Y) on diskreetti kaksiulotteinen satunnaismuuttuja tai jatkuva
kaksiulotteinen satunnaismuuttuja, jolla on tiheysfunktio niin

X ja Y ovat riippumattomia & fxy(t, u) = fx(t)fy(u).

Jos X ja Y ovat riippumattomia ja f seka g ovat mitiisia funtkioita niin

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

¥ % Kovarianssi ja korrelaatio

@ Kovarianssi:
Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y), Jos

Var(X) < oo ja Var(Y) < oo.

X, Y
@ Korrelaatio: Cor(X,Y) = Cov(X, Y)

v/ Var(X)Var(Y)

, -1 S COF(X, Y) S 1 Jos

0 < Var(X) < 00 ja 0 < Var(Y) < oo.

e X ja Y riippumattomia = Cov(X,Y) = Cor(X,Y) =0,
mutta jos korrelaatio on O niin X ja Y eivat valttamatta ole
riippumattomia, paitsi kun (X, YY) on normaalijakautunut.

y
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Esimerkki

Heitdmme kolikkoa 3 kertaa. Olkoon X kruunojen lukumaard kahdessa
ensimmaisessa heitossa ja Y klaavojen lukumaara kahdessa jalkimmaisessa
heitossa. Mika on X:n ja Y :n valinen korrelaatio?

Ratkaisu: Satunnaismuuttujan (X, Y) pistetodenndkéisyysfunktio on

fXY(X,}/) 0 \1/ 2

0 0 0.125 | 0.125
X 1 0.125 | 0.25 | 0.125
2 10125 0.125 0
Nyt Pr(X =0) =0.25, Pr(X =1) =05 jaPr(X =2)=0.25ja Y on
samalla tavalla jakautunut. Nain ollen
E(X)=E(Y)=0-0254+1-05+2-025=1 ja

Var(X) = Var(Y) = 02-0.25+12-0.5 4 22-0.25 — 12 = 0.5. Lisiksi
E(XY) = 200> 50y (x,y) =
0+1-1.02541-2-0.12542-1-0.125 = 0.75. Ndin ollen

Cor(X. Y) = E(XY) — E(X)E(Y) _ 0.75-1-1 _ o

v/ Var(X)Var(Y) v/0.5-0.5

v
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Esimerkki, jatk.

Matlab/Octavessa voimme laskea samat laskut seuraavalla tavalla:
Maaritelemme ensin pistetodennakoéisyysfunktion komennolla

f=[0 0.125 0.125; 0.125 0.25 0.125; 0.125 0.125 0]
Sitten laskemme X:n ja Y :n pistetodennakdisyysfunktiot komennoilla
fx=sum(f’), fy=sum(f)

Maaritelemme myés muuttjien saamat arvot

x=[0 1 2], y=[0 1 2]

Sitten laskemme E(X) ja E(Y)

ex=x*fx’, ey=yxfy’ (taj ex=sum(x.*fx), ey=sum(y.*fy))
Jja varianssit Var(X) ja Var(Y)

vx=x. 2%fx’-ex"2, vy=y. 2*fy’-ey 2

sekd E(XY)

exy=x*fx*y’

jolloin korrelaatiokertoimeksi saamme
corXY=(exy-ex*ey) /sqrt (vx*vy).
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% Poisson-jakautuneiden satunnaismuuttujien summa

Jos Xi ~ Poisson(A1) ja X> ~ Poisson(\2) ovat riippumattomia
satunnaismuuttujia niin X1 + X ~ Poisson(A1 + \2).
Miksi? Jos X1 ja Xo ovat riippumattomia satunnaismuuttujia jotka saavat
arvonsa joukosta {0,1,2, ...} ja joiden pistetodennakésyysfunktiot ovat fx,
Ja fx, eikiytets viels Poisson-oletusta) Niin tapahtuma { X1 + Xo = n} on unioni toisiaan
poissulkevista tapahtumista {X1 = k, Xo = n—k}, k=0,1,...,n joten

n

4. (n) = Pr(X1 + Xo = n) = ) Pr(Xy =k, Xo = n— k)
k=0

—ZPr KYPr(Xo = n— k) = fol ) (1 — k).
k
Jos nyt Xj ~ P0|sson(>\j) niin fx.(k) = e A /\f joten binomikaavan nojalla
My, 2
—5 1 o
ae(n) = Ze 1 ——k)l

_ 1 _ (A1 + A2)"
(/\1+>\2) kyn—k _ (A1+A2)
E kl n >\ >\ :

n!
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¥ Kahden satunnaismuuttujan summan kertymafunktio ym.

@ Oletamme, etta X ja Y ovat kaksi riippumatonta satunnaismuuttujaa
Jja X:lla on tiheysfunktio fx ja Y :n kertymafunktio on Fy . (vastaava tulos

patee myés jos X on diskreetti.)

@ Jos a < b ja A(u) < B(u) kaikilla u € R niin

b
Pr(X € (a,b], Y € (A(X), B(X)]):/ Pr(Y € (A(), B(u)])fx (1) du

b
= / (Fy(B(u)) — Fy(A(u))) fx(u)du.
@ Satunnaismuuttujan X + Y kertymafunktio on

Fxiy(t)=Pr(X+Y <t)=Pr(X € (—oc0,0), Y <t—X)
— /OO Pr(Y <t—u)fx(u)du = /OO Fy(t — u)fx(u)du.

—00 —00

@ Jos Y :n tiheysfunktio on fy niin X 4+ Y :n tiheysfunktio on
sy (t) = / o (t — u)fi(u) du.

— 00
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Esimerkki

Oleta, ettd meilla on mahdollisuus tehda sopimus kahden eri vastapuolen
kanssa (esim. ostaa maitoa kahdesta eri kaupasta) mutta silld rajoituksella,
ettd kun kuulemme ensimmaisen vastapuolen ehdot, esim. hinta, meidan
pitaa joko hyvaksya ne jolloin sopimus syntyy, tai hylata ne, jolloin meidan
taytyy hyvaksya toisen vastapuolen ehdot.

Onko olemassa parempi tapa toimia tallaisessa tilanteessa kuin
satunnaisesti valita kenen kanssa sopimus tehdaan, tai suoraan valita
toinen heista?

Vastaus on, ainakin tietyin oletuksin, ettd on olemassa parempi tapa:
Oletamme ensinndkin, ettd ainoa ehto on "hinta” ja ett3 tassd tapauksessa
alhaisempi hinta on parempi. Lisdksi oletamme ettd molempien
hintatarjoukset X ja Y ovat riippumattomia positiivisia satunnaisuureita,
Joilla molemmilla on sama kertymafunktio F ja tiheysfunktio f.

Nyt Pr(X < Y) = Pr(Y < X) = 1 mika on on perusteltavissa silld, etta
symmetrian nojalla Pr(X < Y) = Pr(Y < X), jatkuvuuden nojalla
Pr(X=Y)=0jaPr(X<YtaiY<XtaiX=Y)=1.
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Esimerkki, jatk.

Toisella tavalla, kayttimalld tulosta % [.° f(u)du = —f(u), saamme

MX<W:M®<X«nX<Y<®ﬁ/1/1@NMMM
0 t

:%KW(Awﬂwd02:0+%Awﬂwdw:é

Jos nyt valitsemme ensimmadisen tarjouksen todennikéisyydelld q € [0, 1]
Ja toisen todennakoisyydella 1 — q niin todennakoisyys, etta valitsemme
pienemman on %

Parempi tapa on se etta valitsemme tietyn hinnan a ja jos ensimmainen
tarjous on korkeintaan a niin valitsemme sen ja muuten valitsemme toisen
tarjouksen. Todennakoisyys, etta silloin valitsemme edullisemman

tarjouksen on
p= Pr((X <ajaX<Y) tai (X> ajaYgX)).

Tapahtumat {X < ajaX <Y} ja{X > ajaY < X} ovat toisiaan
poissulkevia joten
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Esimerkki, jatk.

(
:%[ (/toof(u)du)2+%[0 (/Otf(u)du>2
;
1
2

:—5(1—F(a)) +3 5—5/‘_(3)2
- % + F(a) — F(a)® = % + F(a)(1 — F(a)).

Tama todennakoisyys on suurimmillaan % Jos pystymme valitsemaan a:n
niin ettd F(a) = % eli se on X:n ja Y:n mediaani. Mutta jos vain
Pr(X < a) > 0 ja Pr(X > a) > 0 niin todennakéisyys, ettd teemme

parhaan mahdollisen valinnan on suurempi kuin %

V.
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% Ehdolliset jakaumat

@ Jos (X,Y) on diskreetti kaksiulotteinen satunnaismuuttuja tai
Jjatkuva kaksiulotteinen satunnaismuuttuja, jolla on tiheysfunktio niin

fxy(t,u
Aixtult) = "L kan f(0)> 0,

on Y :n ehdollinen pistetodennakéisyysfunktio tai tiheysfunktio ehdolla

X =t.
o E(Y/X = t)— {Zoé’ ufy|x(ult) tai
J o ufy x(ult) du
e E(Y|X) on satunnaismuuttuja siten, ettd
E(Y|X)(s) = E(Y|X = X(s)) kuns € S.
e E(E(Y|X)) =E(Y).
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‘& Reuna- ja ehdolliset jakaumat

Kaksiulotteisen diskreetin satunnaismuuttujan (X,Y')
pistetodennakdisyysfunktio on annettu seuraavassa taulukossa.

Y
510310 4
1 0101)]02] 01
X 3 01| 0 | 01]0.1
4 01| 0 | 01| 0

fXY(X7Y)

o Laskemalla rivisummat (sum(£f’) ) saadaan X:n reunajakauma:

1] 3] 4
ix(x) | 05| 0.3 0.2

o Laskemalla sarakesummat (sum(£) ) saadaan Y :n reunajakauma:

5] 3] 0] 4
A(y) 03] 010402
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(& Reuna- ja ehdolliset jakaumat, jatk.

Ehdolliset jakaumat saadaan jakamalla vastaava rivi tai sarake
kaksiulotteisessa jakaumassa vastaavalla reunajakauman
todenndkoisyydella, eli esimerkiksi:

o X:n ehdollinen jakauma ehdolla Y =0 on

1] 3 4
fxy(x]|0) | 0.5 0.25] 0.25

@ Y':n ehdollinen jakauma ehdolla X =1 on

5 3] 0] 4
Arix(y[1) | 0.2] 020402

Ehdollisesta jakaumasta voidaan laskea ehdollinen odotusarvo jolloin
esimerkiksi

o E(X|]Y =0)=1-05+3-0.25+4-0.25=2.25.
o E(Y|X=1)=-5-02-3-02+0-04+4-02=—0.8.
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(& Reuna- ja ehdolliset jakaumat, jatk.

o Ehdollinen odotusarvo E(X|Y') on satunnaismuuttuja joka saa arvot
E(X|Y = -5), E(X|Y = =3), E(X|Y =0) ja E(X|Y =4)
todennikéisyyksilld fy(—5), fy(—3), fy(—0) ja fy(4) joten sen
Jjakauma on

2.6667 | 1 [225] 2
fexyy | 03 |01 04 |02

o Ehdollinen odotusarvo E(Y|X) on satunnaismuuttuja joka saa arvot
E(Y|X =1), E(Y|X =3) ja E(Y|X = 4) todennikdéisyyksilld fx(1),
fx(3) ja fx(4) joten sen jakauma on

0.8 -03333] -2.5
fecvix) | 05| 03 | 0.2
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‘& Ehdolliset jakaumat, esimerkki

Oletamme, ettad kaksi henkiloa, jotka eivat tunne toisiaan saapuvat samaan
kadunkulmaan.

o Mika on toisen pituus jos heidan yhteenlaskettu pituutensa on 430
cm?

o Mika on toisen voitto lotossa edellisella viikolla jos heidan
yhteenlaskettu voittonsa edellisellad viikolla on 4 miljoona euroa?

Tassa meilla on siis kaksi riippumatonta samalla tavalla jakautunutta
satunnaismuuttujaa X ja Y ja kysymys on toisen muuttujan jakaumasta
ehdolla X + Y =t ja erityisesti mita jokin mielikuva tasta jakaumasta
kertoo muuttujien X ja Y jakaumasta.

Olkoon Z = X + Y jolloin Y = Z — X ja olkoon f satunnaismuuttujan X
(ja Y :n) kertymafunktio. Silloin satunnaismuuttujan (X, Z)
kertymafunktio on

FXZ(t,U):Pr(XSt,ZSU):Pr(X§t7 YSu—X)

:/_too (/_: f(n)dn) f(x)dx”:é‘xf_; /_OO f(z — x)f(x) dzdx.

y
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‘& Ehdolliset jakaumat, esimerkki, jatk.

Téastd seuraa, ettd (X, Z):n tiheysfunktio on f(x)f(z — x). Nain ollen
satunnaismuuttujan (X|Z = z), eli X ehdolla Z = z, tiheysfunktio on

_ f)f(z =x)
fixiz)(xlz) = I F(OF(t—z)dt

Seuraavaksi katsomme mika tama jakauma on kolmessa

erikoistapauksessa:
o Jos X ja Y ~ Exp()) niin f(t) = e kunt >0 ja0 kun t <0
Jjoten
A\2e— M a—A(z—x) 1
fx|z(x, z) = S 0<x<z,

)2 foz e—Aa—Nz—t) d¢ - 2’

ja fx|z(x,z) = 0 jos x < 0 tai x > z. Ehdollinen jakauma on siis
tasajakauma valilla [0, z].

v
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‘& Ehdolliset jakaumat, esimerkki, jatk.

1(t—pn

2
o Jos X ja Y ~ N(u,c?) niin f(t) = \/—U e 2(5") Jja mekaaninen

lasku osoittaa, etta
z o2
X Z=z)~N{|-=-,—].

o Jos X:n ja Y:n tiheysfunktio on f(t) = (1+t2) kunt >0 ja f(t) =

kun t < 0 niin numeerinen lasku osoittaa, ettd esimerkiksi
fx|z(x,100) ndyttdd seuraavanlaiselta:

0.3 -
0.2 A
0.1 A

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

v
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% % Kaksiulotteinen normaalijakauma

@ Satunnaismuuttuja (X, Y) on normaalijakautunut jos jokainen
lineaarikombinaatio aX + 8Y on normaalijakautunut.

@ Jos (X, Y) on normaalijakautunut niin myés X ja Y ovat
normaalijakautuneita, eli X ~ N(ux,0%) ja Y ~ N(uny,0%).

@ Jos (X, Y) on normaalijakautunut ja Cov(X,Y) =0 (ja silloin myéds
p = Cor(X,Y)=0) niin X ja'Y ovat riippumattomia.

@ Jos (X, Y) on normaalijakautunut, a§< > 0, 0%, > 0 ja p # £1 niin

<u—uy—pg—;(t—ux)>2
1 o \/1— 2 .
fyix(ult) = \/%Uy\/me yver eli

(YIX =€) ~ N (py + pZE(t = x), (1= p)5 )

Jja vastaava tulos patee (X|Y = u):lle.

@ Jos (X, Y) on normaalijakautunut, O’i > 0, 0‘%/ > 0 ja p # %1 niin (X, Y):lld on tiheysfunktio
1 <(t—ux)2+(u—l§y)2_2P(f—ux)(u—uy))

N

2

- _ 2
Pty ) = 1 R 2(1—p“) o% oy IXoY
271'0'X0'y\/1—p2
4
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%¥Huom!

o Jos (X,Y) on satunnaismuuttuja siten, ettd X on normaalijakautunut
ja Y on normaalijakautunut niin satunnaismuuttuja (X, Y) ei
valttamatta ole normaalijakautunut.

o Jos X ja Y ovat riippumattomia normaalijakautuneita
satunnaismuuttujia niin (X, Y) on normaalijakautunut.

o Jos X; ~ N(uj,af), j=1,...,n ovat riippumattomia niin

> j=1 X~ N (Zj’zl Ciljs i1 CJZUJ?)-

@ " Paluu keskiarvoon”

Jos (X, Y) on normaalijakautunut siten, ettd X:lla ja Y :lld on sama
jakauma N(p, 02) ja korrelaatiokerroin p = Cor(X,Y) # %1 niin

E(YIX =t) — p| = |pllt — p| < [t = p.
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