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P1. Muuttujien x ja Y havaitut arvot ovat

x| 04 |1.1(14]22/23|24
y|-05|14]16(33 41|42

Tiastd otoksesta on laskettu seuraavat tunnusluvut:

s2 sz Sy
0.64267 | 3.3950 | 1.4640
e Miiritd regressiomallin Y; = [y + Bix; + ¢; kertoimien 3, ja ; (pienimmin ne-

liosumman) estimaatit.
e Piirrd pistediagrammi seki estimoitu suora.

e Laske jiddinndsvarianssin estimaatti s* ja testaa nollahypoteesia 3 = —1 merkitse-
vyystasolla 0.05 (olettaen, ettd satunnaismuuttujat €; ovat riippumattomia ja N(0, o?)-
jakautuneita).

Ratkaisu: (a) Téssé tarvitaan keskiarvot & ja 7 ja ne ovat

Parametrien (3, ja (3, estimaatit ovat ndiden tietojen perusteella:

by = 2 9978,

2
Sz

(b)

/

(c) JannOsvarianssin estimaattia varten tarvitsemme korrelaatiokeroimen ja se on r,, =

"2y = (.99112 joten jddinndsvarianssin estimaatti on

\/ 5252

1 . 2 n—1
2_ y - : p— 2 —_— 2 ~
s._n_2§;%+bwzzw = syl —12,) ~ 0.075.




Parametrin (3, estimaattorista B, tiedimme, ettd testimuuttuja

Bo —
WO _ 0 60 :
1 z2
\/SQ <E + (n—l)s%)
on t(n — 2)-jakautunut. Kun nollahypoteesi on 5y = —1 niin timin testimuuttujan arvoksi tulee

tdassd tapauksessa —1.3557. Koska nollahypoteesin negaatio on kaksisuuntainen niin p-arvoksi

tulee
p= QE(4)(—1.3557) = (0.24667,

joten nollahypoteesia ei hyléta.

P2. Otoksesta (z;,y;), j = 1,2...,16 laskettiin seuraavat tunnusluvut:

= = 2 2
T Y Se S Tzy

y
0.5(48(44/62](0.7

e Miiritéd regressiomallin Y = [+, x+¢ kertoimien [, ja 1 (pienimmén neliosumman)
estimaatit.

e Laske jddinndsvarianssin estimaatti s* ja testaa nollahypoteesia 3; < 0.3 merkitse-
vyystasolla 0.05 (olettaen, ettd satunnaismuuttujat €; ovat riippumattomia ja N(0, o?)-
jakautuneita).

e Miki on mallin selitysaste?

Szy

Ratkaisu: Tissd tehtidvissd el ole annettu otoskovarianssia s,, mutta koska r,, = niin
Sy Sy

Szy = Ty * Sz * Sy jOten saamme parametrien (3 ja (3, estimaateiksi

by =22 =, 20— 0.83004
52 Sz
bp =7 — byT = 4.3845.
Jddnnosvarianssin estimaatiksi tulee nyt
p_n—1,

& = ——5s5,(1- r2,) = 3.3879.
Kun testaamme nollahypoteesia 5; < 0.3 niin kdytimme testimuuttujaa
B, —
W BB
52
(n—=1)s3

joka on t(n — 2)-jakautunut. Tdmén testimuuttujan arvoksi tulee
~0.83094 - 0.3

wy =
/3.3879
15-4.4
Koska nollahypoteesin negaatio on yksisuuntainen niin p-arvoksi tulee
p=1— F4)(2.3434) = 0.017197,

joten nollahypoteesi hyldtddan merkitsevyystasolla 0.05.
Miiritelmén mukaan mallin selitysaste on rﬁy = 0.49.

= 2.3434.




P3. Fossiiliset hiilidioksidipdastot (CO2-foss) olivat vuosina 2008—-2012 kotitalouksien osalta
seuraavat (yksikkoni miljoona tonnia)

2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012
6.79 | 632 | 6.25 | 5.60 | 5.66

Maiiritd ndiden lukujen perusteella 95%:n luottamusvéli vuoden 2013 péastdjen odotusarvolle
kun oletat ettd pddstdja voidaan kuvata mallilla Y; = Sy + 12, +¢; missd Y} on pédstdt vuonna
r; ja satunnaismuuttujat £; ovat riippumattomia ja N(0, 02)-jakautuneita.

Voit kéyttdad hyviksi seuraavia tunnuslukuja:

= = 2 2
T ] S5 5 Szy

y
2010 | 6.124 | 2.5 | 0.24693 | —0.745

ja muista ettd jos vaihdat vuosiluvut luvuiksi z; — 2013 ainoastaan  muuttuu ja sinun pitda
laskea luottamusvili kertoimelle (3.

‘¥R ¢ ‘7o | :sneyse
Ratkaisu: Jos z; = x; — 2013 niin Z = —3 mutta s? = s2 ja 5., = Syy. v8'2977) A

Niiden lukujen perusteella voimme laskea estimaatit parametreille 3, ja 3; regressiomal-
lissaY; = By + (12; + €; ja saamme.
by = 2% = —0.298,

2
Sz

Mallin Y; = By + 512; + €; ennustamat vuoden 2013 pdistot saadaan sijoittamalla z; = 0
jolloin p#dstojen odotusarvoksi tulee (3 jonka estimaatti on by = 5.23.

Jotta voisimme laskea 95% luottamusvélin meidén pitdd laskea jidnnOsvarianssin estimaat-
ti s2 ja sitd varten laskemme ensin otoskorrelaatiokertoimen:

5, Sy Sy
o n—1, 2\ _
' = —— 28y(1 —ry,) = 0.03323.
Jos By =Y — —~Z niin B, on parametrin , estimaattori ja pétee
Sl‘
By —
W(_) = 0 50 ~ t(n — 2)

Nyt Pr(—3.1824 < W, < 3.1824) = 0.95 koska 3.1824 = Ft(_gl)(0.975) josta seuraa, ettd

1 Z2 1 Z?
— 3. 2 (= | < < . 2 = -
Pr (Bo 3 1824\/5 <n + e 1)s§> < By < By+3 1824\/5 (n + = 1)s§)>

= 0.95.

Jos nyt sijoitetaan By:n paikalle sen estimaatti by ja S:n paikalle sen estimaatti s*> samoin kuin
Z, s% ja n niin saadaan luottamusviliksi

[4.62,5.84].




P4. Tutkija T tutki monen eri satunnaismuuttujan vilisid riippuvuuksia ja kun hin laski 400
otoskorrelaatiokerrointa hén 10ysi 27 kertaa kertoimen joka poikkesi nollasta merkitsevyysta-
solla 5%.

Valitse ensin nollahypoteesiksi, ettd kaikki satunnaismuuttujat ovat riippumattomia. Téstd voit
johtaa uuden nollahypoteesin joka koskee todennikoisyyttd, ettd 10ydat korrelaatiokertoimen
joka poikkeaa nollasta merkitsevyystasolla 5% ja voit ottaa timén nollahypoteesin sellaisek-
si, ettd vaihtoehto sille on yksisuuntainen. Testaa tédtd nollahypoteesia merkitsevyystasolla 5%
kidyttden tutkija T:n tuloksia.

Ratkaisu: Jos kaikki tutkitut satunnaissuureet ovat riippumattomia niin kaikki korrelaatioker-
toimet ovat nollia, eli korrelaatiokertoimien testauksessa kiytetty nollahypoteesi on voimassa.
Koska tutkija T testasi tamin nollahypoteesin merkitsevyystasolla 5% niin merkitsevyystason
maidritelmistd seuraa, ettid todennédkdisyys ettd nollahypoteesi hylédtdédn, kun se on voimassa, on
5%. Niin ollen otamme nollahypoteesiksi, ettd todenndkoisyys, ettd tutkija 7' 10ytdd merkit-
sevésti nollasta poikkeavan korrelattiokertoimen on korkeintaan 0.05. (Epdyhtdlo otetaan tissd
toisaalta yksinkertaistamaan laskuja ja toisaalta koska ei tunnu jarkevilta ettd hylkdisimme nol-
lahypoteesin riippumattomuudesta jos olisi 10ytynyt vain vihin nollasta poikkeavia korrelattio-
kertoimia.)

Jos X on merkitsevisti nollasta poikkeavien otoskorrelaatiokertoimien lukumééré niin nol-
lahypoteesin (déritapauksen) nojalla X on Bin(400, 0.05)-jakautunut satunnaismuuttuja. Ndin
ollen

p = PI'(X > 27) =1- PI'(X < 26) =1- FBin(400,0.05) (26) ~ 0.0726.

Jos kiytdamme normaaliapproksimaatiota niin vastaava lasku on seuraavanlainen:

p=Pr(X >27)=Pr (X—E(X) > 27—E(X)>

\/ Var(X) \/ Var(X)
_py (X ZB(X) _ 27— 0.05-400
a V/Var(X) ~ /0.05-0.95 - 400

X —E(X

r # > 1.60591 | = 1 — Fx(0,1)(1.60591) = 0.0541.
\/ Var(X)

Joka tapauksessa nollahypoteesia ei hyldtd merkitsevyystasolla 0.05 eli ei ole erityisen

epitodennékoistd ettd tutkija T 10ytdd ndin monta merkitsevésti nollasta poikkeavia otoskor-

relaatiokertoimia.

P5. Havaintoaineistosta (z;,¥;), 7 = 1,...,n on laskettu regressiosuora y = by + byx kun x
on “selittava” muuttuja (eli kun oletetaan, ettd Y; = [y + [1x; + €;) ja (kddnteisregressiosuora)
r = ag+ a1y kun y on “selittdvd” muuttuja (eli kun oletetaan, ettd X; = ag+ a1y; +¢;). Lisdksi
on laskettu otoskorrelaatiokerroin 7, ja on todettu, ettd nollahypoteesi Hy : 81 = 0 voidaan
hylédtd merkitsevyystasolla 0.01. Mitéd voidaan sanoa seuraavista viitteistd (olettaen, ettd s, > 0
jas, > 0):

(a) Suorat y = by + b1z ja x = ag + a;y ovat samat jos ja vain jos |r,,| = 1.

(b) Jos testataan hypoteesia Hy : a; = 0 ne sekin voidaan hylétd merkitsevyystasolla 0.01.

Vihje: Regressiosuorat voidaan kirjoittaa muodossay —y = bi(x — @) jaz — T = a1(y — 7).



Ratkaisu: (a) Molemmat suorat kulkevat pisteen (7, 7) kautta joten suorat ovat samat jos kul-

makertoimet ovat samat. Nyt by = 75, ja a; = 75,2 ja kulmakertoimet ovat b; ja i joten
T Y

nami ovat samat tidsmilleen silloin kun r,,, = +1 eli viite pitee.

(b) Testisuureen arvo voidaan molemmissa tapauksissa (koska nimenomaan testataan hy-
poteeseja 1 = 0 ja oy = 0) esittdd muodossa ”yl— m;z joten kyseessd on molemmissa tapauk-
—r2,

sessa sama testi, eli viite pitee.




