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P1. Keppi, jonka pituus on 4 m, taitetaan kahtia tdysin satunnaisesti valitusta kohdasta ja
muodostetaan suorakulmainen kolmio, jonka kateetteina ovat syntyneet palaset. Kolmion pinta-
ala on satunnaismuuttuja A.

(a) Madritd A:n odotusarvo.
(b) Onko hyvi idea laskea pinta-alan A odotusarvon approksimaatio lihtemilld oletuksesta,
ettd keppi katkeaa katkaisukohdan odotusarvon kohdalla?

Ratkaisu: Jos keppi katkaistaan kohdasta X niin X ~ Uniform(0,4) ja A = 1X(4 — X).

Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on tietenkin fx(x) = i kun z € [0,4] ja 0 muuten.
(a) Ei ole hyvé idea lidhted laskemaan satunnaismuuttujan A kertyméfunktiota tai tiheys-

funktiota koska suoraan saadaan
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(b) Nyt E(X) = 2 ja arvolla 2 saadaan pinta-alaksi 3 - 2 - (4 — 2) = 2, joka itse asiassa on
pinta-alan &ddriarvo, joten on erittdin huono idea ottaa odotusarvo katkaisukohdaksi.

P2. Lihdet lomalle Ologaan, jossa aurinkoisen pdivin todenndkdisyys on p ja lisdksi olet
paittanyt ettd tulet heti kotiin kun olet viettidnyt sielli » > 1 aurinkoista pdivdd. Johda lause-
ke todennikoisyydelle, ettd vietdt Ologassa n pdivdd (ja timi todennidkdisyys on siis negatii-
visen binomijakauman pistetodennédkoisyysfunktion arvo pisteessd n parametreilld p ja r eli
INegBin(p,r) (n)) seuraavan piittelyn kautta olettaen, ettd tapahtumat “Piivd on aurinkoinen” ovat
riippumattomia:

e Olkoon A tapahtuma Vietit Ologassa n pdivda”, B tapahtuma ” n:s pdivi on aurinkoi-
nen” ja C' tapahtuma ” n — 1 ensimmadisten pdivien aikana on ollut r — 1 aurinkoista
pdivdd”. Mitkd niistd tapahtumista ovat toisistaan riippumattomia?

e Esitd tapahtuma A tapahtumien B ja C' avulla.

e Miiritd Pr(B) ja Pr(C).

o Miiiriti Pr(A).

Ratkaisu: (a) Tapahtumat B ja C' ovat riippumattomia tehdyn oletuksen nojalla mutta tapahtu-
mat A ja C' tai A ja B eivit ole riippumattomia.
(b) A = BN C elijos n:s pidivé on aurinkoinen ja edellisten péivien aikana on ollut » — 1
aurinkoista pdivii, niin pdivin n jéilkeen ldhdet kotiin.
(c) Oletuksen mukaan Pr(B) = p. Koska tapahtumat “péivd on aurinkoinen” ovat riip-
pumattomia ja esiintyvit todennikoisyydelld p niin Pr(C') saadaan binomijakaumasta ja on
n—1 r—1 n—1-—r+1
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(d) Koska B ja C ovat riippumattomia ja A = B N C niin

Pe(4) = Pr(BNC) = Pr(B)Pr(C) = (7~ )t a-p = (U e



P3. Kalasaalissa kalojen paino on N(u, 0%)-jakautunut. Kaikki kalat joiden paino on korkein-
taan a syotetiin kissoille. Madritd jiljelle jadvien kalojen painojakauman mediaani ja esitd vas-
tuksesi parametrien 1, o, a ja N(0, 1)-jakuman kertymifunktion Fyo 1) ja sen kinteisfunktion
avulla.

Huom! Koska kysytdan mediaania, sinun ei tarvitse médérittid jéljelle jddvien kalojen jakauman
tiheysfunktiota, riittdd, ettd muistat, ettid puolet jéljelle jdévistd kaloista ovat mediaania paina-
vampia ja puolet kevyempid.

Ratkaisu: Jos X on kalan paino, niin oletuksen mukaan X ~ N(u,0?) jolloin
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N(0, 1). Koska X < a tdsmilleen silloin kun

o o
painaa vihemmaén kuin @ on kertyméfunktion mééritelmén nojalla
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Jos jdljelle jadvien kalojen painojen mediaani on b niin mediaanin méaaritelmén (ja X:n jatku-
vuuden) nojalla tima tarkoittaa sitd, ettid

Pr(a < X <b) =Pr(X >0).

niin todennikdisyys, etti kala

Tastd seuraa, etti
Pr(X > b) = %m(x > a) = %(1 _Pr(X < a)),
jolloin
Pr(X <b)—1— %(1 “Pr(X <a)) = %(1 +Pr(X < a)).
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jolloin mediaaniksi tulee
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Koska X < b tdsmailleen silloin kun niin

P4. Komiteaan kuuluu 6 naista ja 4 miestd. Komitean jdsenisti valitaan satunnaisesti jisenid,
yksi kerrallaan, tyoryhméén kunnes tydryhméédn kuuluu 3 naista. Miké on todennikoisyys, ettd
tydoryhméén kuuluu silloin 5 jdsenti eli 3 naista ja 2 miestid?

Vihje: Miké on todennikoisyys, ettd kun on valittu 4 jédsentd tyoryhmdéén niin 2 naista ja 2 miesti
ovat tulleet valituiksi?
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Ratkaisu: Jos lopputulos on se, ettd tyoryhméédn kuuluu 5 jdsentd, niin tyoryhméin kuuluu 2
naista ja 2 miestd kun on valittu 4 jisentd ja viidenneksi valitaan nainen. Eli jos

A = {”Ty6ryhmién kuuluu 5 henkil6d” }
B = { ”4:stid ensin valituista 2 ovat naisia ja 2 miehid” }
C' = {”5. valituista on nainen” }.
niin A = B N C jolloin saadaan
Pr(A) = Pr(BNC) = Pr(C|B) Pr(B).
Nyt

6 4
| Valitaan 2 naista 6:sta”| - |”Valitaan 2 miestd 4:std”| (2) . (2)
|”Valitaan 4 henkil6d 10:std”| B (10) '
4

Jos ensin on valittu 2 naista ja 2 miestd niin jédljelld on 4 naista ja 2 miesti joten tissd tapauksessa
todennikdisyys ettd viidenneksi valittu on nainen on

Pr(B) =

PH(CIB) =,
ja saadaan
) ()
2 2) 4 2
Pr(A) = ~—~—+% .- =_.
r(A) 5= 7
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Jos haluaa laskea suotuisten vaihtoehtojen osuus kaikista vaihtoehdoista niin voidaan aja-
tella, ettd kaikki komitean jdsenet jéarjestetddn jonoon ja timéa voi tapahtua 10!:1la eri tavalla.
(Koska varmasti 3 naista on tullut valituksi kun on valittu 7 henkil64 riittdisi muodostaa kaikki
7:n henkilon jonot, mutta télla ei juuri ole vaikutusta laskuihin.) Kuten edelld todettiin niin jos

kolmas nainen tulee valituksi kun valitaan viides jdsen niin neljin ensimmadisen joukossa on 2
naista ja 2 miestd. Nédiden naisten (ja silloin my0s miesten) valinnan jédrjestysnumerot voidaan

4
valita (2) eri tavalla. Sitten voidaan valita 3 naista 6 - 5 - 4 eri tavalla ja 2 miesti 4 - 3 eri tavalla

ja lopuksi voidaan valita jonon loppupii 5! eri tavalla koska siina sukupuolella ei ole merkitysti
endd. Kaiken kaikkiaan saadaan
4

eri vaihtoehtoa ja todennikoisyydeksi tulee

4
.6-5-4-4-3.5!
(2) 6:5-4-4-3 5'_4-3-6-5-4-4-3_2

10! - 2.10-9-8-7-6 T

PS. Jos numerot 0,1, 2,...,9 laitetaan satunnaisesti jarjestykseen, mikd on todennédkoisyys,
ettd mikéddn pariton numero ei tule heti toisen parittoman numeron jilkeen?
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Ratkaisu: Voimme laittaa 10 numeroa jérjestykseen 10!:1la er tavalla.

Parittomia numeroita on 5 kappaletta ja kahden parittoman numeron vililld tdytyy olla
vihintaan yksi parillinen numero ja sithen tarvitaan 4 parillista numeroa. Viidennen parillisen
numeron voimme laittaa ensimmadiseksi, viimeiseksi tai kahden parittoman luvun viliin, eli
meilld on 6 eri vaihtoehtoa. Koska voimme jirjestdd sekid parilliset ettd parittomat numerot
5l:1la eri tavalla niin meilld on 6 - 5! - 5! eri mahdollisuutta jéarjestdd numerot siten, ettd mikdian
pariton numero ei tule heti toisen parittoman numeron jélkeen.

Klassisen todennikoisyyden mééritelméin mukaan kysytty todennédkoisyys on

6-5!-5! 1
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