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@ Satslogik

Om a och b ar satser eller pastaenden som kan vara sanna eller falska,
men inte ndgonting mitt emellan, s3 géller

@ satsen a & b 4r sann da a och b ar sanna,

@ satsen a | b ar sann da a eller b ar sann (och ocksa da bade a och b
dr sanna).

@ satsen la 4r sann da a inte ar sann, dvs. falsk.

@ satsen a — b ar sann da (1a) | b ar sann, dvs. d3 antingen b dr sann
eller a ar falsk.
I matematisk logik anvands vanligen A istillet for &, \/ istallet for | och —
istallet for ! och a <> b ar en forkortning av (a — b) & (b — a).

Implikationen —

Observera att implikationen a — b som logisk sats inte alltid motsvarar
vad man i dagligt tal menar med en implikation, dvs. "av a foljer b”
eftersom a — b ar sann da a ar falsk och den inte nédvandigtvis har ndgot
med orsakssamband att gora.

v
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¥ % Mangder

Det enklaste sittet att beskriva en mangd ar att rakna upp de elementen i
mangden, tex. A= {2,4,5,8} och B = {4,5,...2004}. Man skriver x € A
om x ar ett element | A och x ¢ A om x inte ar det, s3 att tex. 2 € A,
375 € B men6 ¢ Aoch3¢B.

Mangderna {2,3,2} och {3,2} ar desamma eftersom de innehaller samma
element och upprepningar och ordningen inte har nagon betydelse.

Ofta anges mangder som de element i en mangd A som har en viss
egenskap P, dvs. B ={x € A: P(x)} dar P(x) fér varje x € A antingen
ar sant eller falskt. Tex. ar {x € R : x <4} alla reella tal som 4r mindre
eller lika med 4.

() = {} &r den tomma mingden som inte har ngra element alls.
AUB={x:x€Aellerxe B}

ANB={x:x€AochxeB}

A\B={x:x€Aochx¢ B}

ACBomxeB férallaxeA

o A°=Q\ Aifall AC Q och det ar klart vad Q ar.
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Predikatlogik

Predikatlogiken ar en utvidgning av satslogiken sa att man férutom satser
har variabler x, y, ... och predikat P, Q, ... (eller hur man nu vill beteckna
dem). Predikaten har ett andligt antal argument, tex. P(x), Q(x,y), osv.
och ett predikat utan argument ar en sats.

Férutom de operationer (!, &, | och —) som finns i satslogiken anvander
predikatlogiken all- och existenskvantorerna ¥ och 3 som uttrycker " for
alla” och "det existerar”.

Férutom predikat kan man ocksa anvdnda funktioner vars varde hoér till
det omrade som behandlas ("domain of discourse”). En funktion med noll
argument ar di en konstant. Funktioner och konstanter kan ocksa
uttryckas med hjalp av predikat, men det blir latt onédigt klumpigt.

Operatorordning

Om man inte vill anvdnda parenteser, som naturligtvis har hégsta prioritet)
kan man utnyttja att de logiska operatorerna (vanligtvis) evalueras i
foljande ordning: Forst !, sedan ¥ och 3, sedan & och | och till sist —.

v

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 10 september 2013 4/8



Peanos axiom och de naturliga talen

Vi har en konstant o ("det férsta talet”, ursprungligen 1, nu ofta 0), en
funktion S(x) ("successor”, dvs. "féljande tal”) och ett predikat L(x,y)
med tva argument (som uttrycker att x och y ar lika) som har skrivs i
formen x == y.

De tva forsta axiomen ar

P1 Vx(1(S(x) == o)) (det forsta talet féljer inte efter nagot tal)

P2 ¥x(Yy((S(x) == S(y)) = (x ==y))) (om de féljande talen ar lika
ar talen lika)

Det tredje axiomet ar egentligen ett axiomschema eller odndligt manga
axiom eftersom det skall galla for alla predikat P:

P3 (P(0) & (Vx(P(x) — P(5(x))))) — (VxP(x)) (induktionsprincipen)
Eftersom P3 egentligen siager vad som giller fér alla predikat, VP &r det har
fragan om andra ordningens predikatkalkyl.

Observera ocksa att P3 sager att de naturliga talen dr precis
{0,5(0)),5(5(0)), ...} och inte nagot mera.

v
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& % Kartesisk produkt

Den kartesiska produkten X x Y av tvd mangder X och Y bestar av alla
ordnade par (a, b) eller [a, b] ddra € X och b€ Y, dvs.

XxY={[abl:aecXochbe Y}

Det finns olika satt att definiera paret [a, b] endast med hjilp av
mangdteoretiska beteckningar och ett ofta anvant satt ar att saga att
[a, b] 4r mdngden {{a},{a, b}}.

% % Relationer

En relation i mangderna X och Y (eller i X om Y = X) &r en delmangd
av den kartesiska produkten X x Y.
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% % Induktionsprincipen

Om P(n) ar ett pastiende (som fér alla n > ng antingen ar sant eller
falskt) s3 att

e P(ng) &r sant
o P(k+1) ar sant ifall P(k) ar sant (dvs. P(k) — P(k+1)) da k > ng

sd &r P(n) sant fér alla n > ng.
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Olika slag av relationer i en mangd X
En relation W i mangden X ar
o reflexiv ifall [x,x] € W for alla x € X.
o symmetrisk ifall [x,y] € W — [y, x| € W fér alla x och y € X.

o transitiv ifall [x,yl € W & [y,z] € W — [x,z] € W fér alla x, y och
ze X.

@ en ekvivalensrelation om W &r reflexiv, symmetrisk och transitiv.

e antisymmetrisk om [x,yl € W & x #y — [y,x] ¢ W for alla x och
y e X.

o partiell ordning om den ar reflexiv, antisymmetrisk och transitiv.

Ofta skrivar man xWy istéllet for [x,y] € W, tex. x < y (istéllet for
idiotiska [x,y] €<).
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% % Funktioner
Om X och Y &r mangder sa ar en funktion f : X — Y en relation i X x Y

dvs. en delméingd i X x v S3 att
o for varje x € X finns det ett y € Y s3 att [x,y] € f.
e om [x,y1] € f och [x,y2] € f 53 ar y1 = y».
Vanligtvis skriver man relationen sa att [x,y] € f om och endast om

_y — f(X), dven om y = xf eller y = x.f kunde vara bittre om man ldser frin vanster till héger.
Med andra ord, en funktion f fran X till Y &r en "regel” som for varje
x € X ger som svar ett entydigt element y = f(x) i Y.
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