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% Delbarhet

Ett tal a delar ett tal b eller b dr delbart med a om det finns ett heltal k
sa att b= ak, dvs. b € aZ. Detta skrivs ocksd ofta som a| b (men detta sr inte a
aler ). D3 sdger man ocksa att b ar en (heltals)multipel av a.

% % Modulofunktionen mod

Om n >0 s3 drmod(m,n) =j ifall0 < j < nochm=j+ kn dir k € Z.
(men mod (m,0) = m och mod (m, n) = —mod (m, —n) om n < 0). Om m och n
dr positiva tal sa 4r mod (m, n) den rest som erhalls dd man dividerar m med n
men om m < Q0 dr denna rest inte positiv.

% % Kongruens modulo
Tva tal a och b ar kongruenta modulo n vilket skrivs a =, b eller a = b
(mod n) om n delar a — b, dvs. b — a ar en multipel av n:
a=pb < a=b(modn) <« n|(a—>b)
<a=b+kn, k€eZ <+ mod(a,n)=mod(b,n)
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%7 /nZ, kongruensklasser

Relationen a =,, b ar en ekvivalensrelation i Z (x ~ x, x ~y — y ~ X,
x~y&yn~z— xnr~ z)och delar upp Z i ekvivalensklasser, som kallas
kongruensklasser (eller restklasser), dvs. delmdngder
{-..,=2n,—n,0,n,2n...},{...,—2n+1,—n+1,1,n+1,2n+1...},

o {..,=n—=1,-1,n—1,2n—1,...} dir alla element | samma
ekvivalensklass ar kongruenta modulo n med varandra. Man kan anvanda
féljande beteckningar:

Ko {meZ:m=,k}={meZ:mod(m,n)=mod(k,n)},

7/nZ < (K], k=0,1,2,....,n—1}, omn>0.

% Obs!

Eftersom mod (m1, n) = mod (ma, n) < [my], = [m2], sd véljer man ofta
elementet mod (m, n) for att representera kongruensklassen [m], sa att
man tex. kan tala om talen 0,1,2,...,5 som elementen i 7 /67 istallet for
méngderna [0]g, [L]e, - - - , [Ble. Ofta anvénds k, istillet fér [k], och Z,
istallet for 7./ nZ.
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% Addition, subtraktion och multiplikation i Z/nZ
Man kan visa att om
ai=pa och by =,b
sa ar
(a1 + b1) =p (a2 + b2)
(a1 — b1) =4 (22 — b2)
(a1b1) =n (22b2)
Déarfér kan man definiera rakneoperationer i Z./nZ med
[a]n + [b]n = [a + b]n,
[a]n — [b]n = [a@ — b]n,
[a]n : [b]n = [3 : b]n;

och alla "normala” rakneregler giller (bortsett frin de som galler
olikheter).
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@ Storsta gemensamma delare

Om m och n &r heltal som inte bida dr noll sa ar deras stérsta
gemensamma delare

sgd(m,n) =max{d € Z:d|m och d|n}.

(sgd=stérsta gemensamma delare, gcd= greatest common divisor, och vanligen
definierar man sgd (0,0) = 0)

Om sgd (m, n) = 1 sdgs talen m och n vara relativt prima.

Observera att av defintionen foljer att sgd (m, n) = sgd (n, m).
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W Inverser i Z/nZ

Om [m], € Z/nZ och det finns en kongruensklass [j|, € Z/nZ s3 att
[m], - [j]n = [1]n, dvs m-j =, 1 sa sdger man att [m],, (eller bara m) ar
inverterbar i 7./ nZ och inversen ar [j], = [m], . Detta innebir att man
kan dividera med [m),, for det 4r det samma som att multiplicera med [j],.
Eftersom m - j =, 1 s3 finns det ett heltal k sa att m-j =1+ k-n. Om nu
d|m och d|n s3 géller d|(m-j — k - n) dvs. d|1 och da 4r d = 1. Darfor
méste sgd (m,n) = 1. Man kan ocks3 visa att det omvinda géller s man
far att

[m], ar inverterbar i Z/nZ <  sgd(m,n) = 1.

% Obs

Om p ar ett primtal sa ar alla element i Z/pZ som inte ar [0],
inverterbara.

© Exempel

Kongruensklasserna 1] och [5]¢ dr de enda som ar inverterbara i Zg.
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% Euklides algoritm for att rakna sgd (m, n)
e Antag att m > n (sgd (m,m) = m).
@ Litrg=mochnr =n.

@ Rakna ut q; och r; sa att 0 < r; < rj_1 och

ri—o = qjri—1 + rj

dii > 2 salange ri_q1 #0.

@ sgd(m,n) =rxk_1 om r, =0.

@ Varfor fungerar Euklides algoritm?

Det foljer av ett allmant resultat att om ri_p = qjri_1 + r; s3 ar
sgd (ri—2, ri—1) = sgd (ri—1, r;) for alla i > 2 for vilka ri_; # 0. Eftersom
d|0 for alla d géller sgd (rk—1,0) = rk_1 vilket innebar att

sgd (m, n) = sgd (ro, 1) = ... = sgd (rk—1, rc) = sgd (rk—1,0) = rk—1 om
r = 0.

v

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 15 maj 2014 7/1



% Euklides algoritm och inversa element i Z/nZ

Om man i Euklides algoritm valt ry = m, 1 = n och sedan riknat q; och
ri fori =2,..., k med formeln ri_» = q;jri_1 + ; tills r, =0, s3 att

rk—1 = sgd (m, n) sa kan man rdkna baklanges s att man startar med
ekvationen rx_3 = qx_1rk—o + rx—1 sa far man

sgd (m, n) = rc_1 = rk—3 — Qr—1rk—2-

Sedan satter man in rx_o ur ekvationen rx_o = rx_4 — Q_ark—3 och
uttrycker sgd (m, n) med hjalp av ri_4 och rc_3 och fortsatter tills man far

sgd (m,n) = am + bn.
Om nu sgd (m, n) = 1 betyder detta att
[aln - [m]a = [1]n dvs. [a]n = [m], ",

och

[blm - [Alm = [1]m dvs. [b]lm = [”];1-
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& Eulers (-funktion
©(n) = antalet tal i mangden {m e Z:0<m<n—1,sgd(m,n) =1},
= antalet element i Z/nZ som har en en invers.

Notera att [0]y &r inverterbar i Z./17 si att ¢(1) =1 men [0], r forstds (?) inte
inverterbar i Z/nZ da n > 0.

(&) Eulers teorem
Om sgd(a,n) =1 och n>1 s3 ar
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% Fermats lilla teorem
Om p ar ett primtal och sgd (a,p) =1 s3 ar

p—]. —
a =, 1.

@ Potenser i Z/pZ da p &r ett primtal

Om man skall rikna ut mod (8™, p) da p ar ett primtal fir man
naturligtvis 0 om sgd (a, p) # 1 (fér d3 ar sgd (a, p) = p och p|a eftersom
p &r ett primtal) och annars kan man utnyttja det faktum att aP~! =51
for det innebar att a™ =, amod (m.p=1) yjlket kan vara mycket enklare att
rdkna ut.
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¥ RSA-algoritmen
I RSA-algoritmen anvands en publik nyckel (n, k) for kryptering och en
privat nyckel (n,d) for dekryptering:

o Kryptering: "Meddelandet” a, som ar ett tal mellan 0 och n — 1

krypteras till b= mod (a*, n).

o Det mottagna meddelandet b dekrypteras till a = mod (b9, n).
Ideen ar den att vem som helst kan skicka meddelanden krypterade med
den publika nyckeln men bara den som kanner till den privata nyckeln, som
ar "svar” at rakna ut bara med hjilp av n och k, kan dekryptera
meddelandet. )
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@ Hur skall nycklarna i RSA-algoritmen viljas?
@ n = pq dir p och q ar tva olika "mycket stora” primtal.

e k ar ett "inte alltfor litet” tal s att sgd(k, m) =1 dar
m=(p—1)-(qg—1) (och det "svira” med att rikna ut d r att
bestamma p och q och dirmed m om man bara kanner till n).

e Med hjilp av Euklides algoritm kan d bestimmas s3 att [d], = [k] .

(@ Varfor fungerar RSA-algoritmen?
e Antag for enkelhets skull att sgd (a, n) = 1.
e Man kan visa att ¢(n) = m.
o Enligt Eulers teorem galler am =, 1
e Eftersomk-d=1+r-m ar

6] =[a<] =[], = [ala- 1o, = [ala - L1 = [al,

vilket betyder att mod (b9, n) = mod (a, n) = a.
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(& Underskrifter och RSA-algoritmen

Antag att A vill skicka meddelandet a till B och évertyga B om att
meddelandet verkligen kommer fran A. De kan géra detta pa foljande sitt:

o A ré.knar ut ett ”Sammandl’ag” h(a) aV a (ur vilket a inte kan bestimmas).

o A krypterar a med B:s publika nyckel (ng, kg) till b= mod (a*&, ng).

A krypterar h(a) med sin egna privata nyckel (na, da) till
s = mod (h(a)%, ny).

A skickar b och s till B.

B dekrypterar b med sin privata nyckel (ng, dg) till a.

B réknar ut h(a) och dekrypterar s med A:s publika nyckel (na, ka)
och om resultatet 4r samma som h(a) sa ar det troligt att
meddelandet a verkligen kom fran A eftersom ingen annan borde
kunna kryptera h(a) med A:s privata nyckel (na, ds).

Det faktum att ett meddelande krypterat med (na, da) kan dekrypteras
med (na, ka) foljer av att om [dalm, = [Kalyk 8 &r [kalm, = [dal), dvs.
de publika och privata nycklarna &r utbytbara.
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Ett fargningsproblem
Antag att man har 6 bollar. P43 hur manga satt kan man farga 2 bollar
svart och resten vita?
o Om bollarna ar identiska finns det bara ett satt, 2 blir svarta och 4
vita.
o Om bollarna dr numrerade finns det (g) = 15 sitt att valja ut de som
skall bli svarta och resten vita.

o Om bollarna ligger i hérnen pa en reguljdr 6-hérning och man kan
vdnda och vrida p§ 6-hérningen finns det 3 alternativ som ar:

SR

Hur skall man I6sa mera komplicerade problem av den tredje typen?
Observera ocksa att "fargning” inte skall tas fér bokstavligt: Bilderna ovan kan
ocks3 tex. representera tre isomerer av xylen (CgHyo) dar tva viteatomer i bensen

bytts ut mot metylgrupper.
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¥ Grupper

En grupp ar ett par [G, ] dir G &r en midngd och e en funktion
G x G — G s3 att

@ Slutenhet: x @ y € G ifall x och y € G. (en fsljd avatt e &r en funktion G x G — G.)

@ Associativitet: (x e y) ez = x e (y e z) ifall x, y och z € G.

@ [dentitetselement: Det finns ett element € € G (som visar sig vara entydigt) Sa
atteex=xee=x ifall x € G.

@ Inverst element: Om x € G, s3 finns det ett element x' € G s3 att
xoex' =x"ex =e.

Obs!
o Man sager ofta att “G ar en grupp” om det ar klart vad
gruppoperationen ar eller om det inte har s stor betydelse.
o Istillet for att skriva x @ y (eller ens o(x,y)) kan man skriva xy och
eftersom man kan visa att det inversa elementet ar entydigt s3 skrivs
det ofta som x~ 1. Identitetselementet kan ocksa skrivas som 1 eller I,
beroende pi sammanhanget.
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% Kommutativa eller abelska grupper

Om [G,e] ar en grupp si att ae b= be a for alla a och b € G s3 sags
gruppen vara kommutativ eller abelsk. | detta fall anvinder man ofta +
som beteckning fér gruppeoperationen, 0 som identiteselement och —a fér
inversen av a.

% ¥ Delgrupper
Antag att G (dvs. [G,e]) ar en grupp. En icke-tom delmangd H av G ar
en delgrupp av G om féljande villkor géiller och da 4r H (egentligen [H,e])
ocksa en grupp:

@ Om x och y € H s3 galler xey € H.

o Om x € H s3 géller x™1 € H.

Om H ar andlig sa foljer det senare villkoret av det forsta eftersom x™ e H for alla

m—k _

K men d3 ar x = e och d3 ar antingen x = e

m > 1 och eftersom |H| < oo s3 finns det ett tal m > k > 1 s§ att x" = x

omm =k +1 eller s34rm > k+1 ochdi irx—! = x™tk=1 ¢ 4.
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% Homomorfismer och isomorfismer
Antag att [Gy, e1] och [Gy, e3] r tva grupper och v ar en funktion:
Gl = G2.
@ v ar en homomorfism ifall 1)(x e1 y) = 1)(x) @2 ¢(y) for alla x och
y € Gi.
@ ) ar en isomorfism ifall den r en homomorfism och en bijektion
(och d3 ar ockss 1~' en homomorfism).

Det ar inget speciellt med grupper har, det ar fragan om att en homoformism
"bevarar strukturen”!

& Cykliska grupper

En grupp G ar cyklisk om det finns ett element x € G s3 att varje element
i G ar ndgon potens x) av x dar j € 7. | detta fall siger man att G
genereras av x och man skriver G = (x).

Om G ar en grupp och x € G s3 ar gruppen (x) = {x/ : j € Z'} genererad
av x en delgrupp av G.

Eftersom alla cykliska grupper med m element dr isomorfa si betecknar

man en sadan grupp med C,.
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@ En grupps och ett elements ordning
Antag att G ar en grupp.
e Gruppen G:s ordning dr antalet element |G| i gruppen.

o Ett elements g € G ordning drinf{j > 1: g/ = e} och detta ar
ordningen av den cykliska gruppen genererad av g.

% @ Permutationer
En permutation av en (dndlig) mangd A ar en bijektion A — A.

o Mangden av alla permutationer av en mingd A ar en grupp da
gruppoperationen dr sammansattning av funktioner. Eftersom alla
grupper av permutationer av ndggon mangd med m element ar
isomorfa sa betecknar man en sadan grupp med S,.

o Varje grupp [G, e] ar isomorf med en delgrupp av gruppen av
permutationer av en mangd, eftersom mangden kan tas som G och
isomorﬁn som ¢(a) ( b) = ae b men detta betyder inte att det alltid dr nyttigt eller nédvindigt att

tdnka pa gruppen p3 dethar sittet.
o
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@ % Permutationer, banor, cykelnotation
Antag att A ar en dndlig (icke-tom) mangd.

e Om « ar en permutation av A sa ar a.:s banor minsta méjliga

delmingder A C A, j=1,2,...ms3 att AiNAx =0 di j # k,
M1 A; = Aoch a(A))={a(x) : x € Aj} = A;.

e En cykel aren permutation o sa att o(x;) = Xj11,
Jj=1,2,... k=1 och a(xx) = x1 dar x1,x2,...,xxk € A och
a(x) = x for alla x € A\ {x1,...,xk}. Cykeln o skrivs med
cykelnotation som o= (x1 x2 ... xx). Ldngden av en sidan
cykel o dr k och v sdgs vara en k-cykel. Cykeln a.:s banor ar
{x1,x2,...,xx} och mingderna {x} for alla x € A\ {x1,...,xk}.

@ Varje permutation kan skrivas som en produkt av cyklar som
motsvarar banorna med minst 2 element (och identitetselementet).

Obs!

Permutationen «:s banor kan ocksa definieras som ekvivalensklasserna fér
en relation dir x ~ y ifall o/(x) = y for nagot j € Z.
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& Jamna och udda permutationer

Varje cykel med langden k > 2 kan skrivas som produkten av k — 1
cykler med med langden 2 eftersom

(Xl X2 ... Xk) = (Xl Xk) (Xl kal) coo (X1 X3) (Xl XQ).

Varje permutation kan skrivas som en produkt av cykler med langden
2 (och1).

En permutation kan i allmanhet skrivas pa flera satt som en produkt
av cykler med langden 2 men om permutationen o kan skrivas som en
produkt av r, och som en produkt av r', cykler med lingden 2 s3 ar
(=1)" = (=1)" och dirfér kan man definiera cykelns tecken med
sign (o) = (—1)".

Om « &r en cykel med lingden k s3 ar sign (o) = (—1)*+1.

Om « ar en permutation av en mangd med n element och o har m
banor sa ar sign (o) = (—1)"™.

En permutation « sags vara jamn om sign (a) = 1 och udda annars.

Om « och B ar permutationer av samma mangd s3 ar
sign (af) = sign (a)sign (5).
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(&) Sidoklasser
Antag att G &r en grupp, H ar en delgrupp i G och a € G.

e Mangden aH = { ax : x € H} &r den vénstra sidoklassen av H som
innehéller a.

e Maingden Ha = {xa: x € H} &r den hogra sidoklassen av H som
innehaller a.

Sidoklasserna har féljande egenskaper (som har endast formulerats for de
véanstra sidoklasserna):

e |aH| = |H]| fér alla a € G.

@ Om a och b € G s3 ar antingen aH = bH eller aH N bH = ().
@ UzegaH = G.

@ Om a och be G och aH = bH s3 giller b~*a c H.

e |G| =|H| -|{aH :a € G}| och darfér delar talet |H| talet |G]|.
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& Homomorfismer, normala delgrupper och kvotgrupper
Antag att G &r en grupp.

@ Om G’ ir en grupp med identitetselement € och 1) : G — G’ ar en
homomorfism si dr H={x € G : {)(x) = €} (kdrnan av 1) en
delgrupp i G.

@ En delgrupp H i G har formen { x € G : {)(x) = €' } fér nigon
homomorfism G — G’ om och endast om aH = Ha fér alla a € G
(eller ekvivalent, axa=* € H for alla a € G och x € H). | detta fall
sdger man att H &r en normal delgrupp.

e Om H &r en normal delgrupp i G sa bildar sidoklasserna (med de
vanstra och hogra indentiska) en kvotgrupp, som betecknas med
G/H, och som har gruppeoperationen operation (aH)(bH) = (ab)H,
identitetselement H och invers (aH)~! = a=1H. Funktionen
Y : G — G/H definierad med 1)(a) = aH &r en homomorfism med
karna H.
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& Gruppverkan

Om G s (6,9 dr en grupp och X dr en mangd s3 ar gruppverkan av G p3
méangden X en homomorfism fran G till gruppen av permuationer: X — X.
Om man definerar sammansatta funktioner med (f o g)(x) = f(g(x)) sa
far man en vanstergruppverkan och om man definierar den med x.(f o g) = (x.f).g s far man en
hogergruppverkan . IStallet for att skriva 1(a)(x) dar ¢ &r homomorfismen, a € G
och x € X skriver man ofta ax och sager att G verkar ps X. Fér en
vanstergruppverkan blir homomorfismegenskapen d3 (ab)x = a(bx),

a,be G, xeX.

Obs!

Om G ar en grupp permutationer av X s3 ar identititetsavbildningen
homomorfismen och hela begreppet gruppverkan behévs inte.

Om G ar en grupp kan man definiera dess gruppverkan pa sig sjilv tex.
med v(a)(x) = ax (en vanstergruppverkan), med (a)(x) = axa~! (en
vanstergruppverkan), med 1(a)(x) = xa (en hégergruppverkan) eller med
¥(a)(x) = a~'xa (en hégergruppverkan).
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& Banor och stabilisatorer
Antag att G dr en grupp som verkar pa en mangd X (frin vénster).
@ Om x € X sa ar dess bana under verkan av G mangden
Gx={gx:geG}CX.
@ Om x € X s3 ar dess bana under verkan av ett element g € G
méangden (g)x = {gj X J €L} C X. () irden cyiska gruppen genererad av g.)
@ Om x € X sa ar dess stabilisator under verkan av G mangden
Gx={g € G:gx=x} somaren delgrupp i G.
Fér varje x € X géller |Gx| - |G| = |G]|.

Obs!

Om G verkar p3 X s3 kan man definiera en ekvivalensrelation ~ i X med
x ~ y om och endast om x = gy for ndgot g € G. Banorna ar da
ekvivalensklasserna och ofta kan det vara nyttigt att tinka pa element i
samma ekvivalensklass som om de vore desamma.
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¥ @ Cykelindex

Cykelindexet f6r en permutation g av X eller ett element g i en grupp
som verkar pa X ar monomet

ngx(tl’,,,’tn):t‘{l't’éz'...-t{.’"

dar ji ar antalet banor med langden k under verkan av g.
Cykelindexet for en grupp G av permutationer av X eller en grupp G som
verkar pa X ar

Cox(t,---stn) |G| > Cex(ti .. tn).

geiG
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(&) Antalet banor under verkan av en grupp (Burnsides lemma)

Antag att (den adndliga) gruppen G verkar pi mingden X. Definiera for
varje g € G mangden Xz av fixpunkter till g med

Xg={xe X gx=x}

(Denhir mingden betecknas ibland ocksd med X8 eller F(g).) D3 &r antalet banor i X under verkan

av G
X
‘G|Z| gl

geai
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Gruppverkan och "fargningar”

Antag att gruppen G verkar pa en mangd X. En "fargning” av X ar en
funktion w : X — K dar K ar en mangd "farger”. Gruppen G verkar pa
méangden KX av alla firgningar med (gw)(x) = w(g~x).

Detta ar en vanstergruppverkan eftersom

(g(hw))(x) = (hw)(g™ x) = w(h™ g™ x) = w((gh)"'x) = ((gh)w) ().
Om Q C KX &r en delmingd av mangden fargningar av X s3 verkar G pa
Q forutsatt att GQ = €.

Gruppverkan av G pa en mangd fargningar bestammer en
ekvivalensrelation sa att fargningar som hoér till samma bana i G:s verkan
pa Q ar ekvivalenta, dvs. w ~ 1 om och endast om w = gn fér ndgot

g € G och di kan man anse att dessa fargningar ar desamma.

Saledes ar antalet fargningar i €2 som inte dr ekvivalenta under verkan av
G enligt resultatet om antalet banor

1
= Y

geai

dir Qg = {w € Q: gw=w} dr mingden av fargningar fixpunkter till g.
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Vilka fargningar ar invarianta under verkan av ett gruppelelement g7

Antag att gruppen G verkar pd mangden X. Antag att g € G och att
Ag1,Ag2; .. Ag,m, ar banorna i X under verkan av g, dvs. banorna i
gruppverkan av den cykliska gruppen { g’ : j € Z } pd X.

Om w &r en firgning av X (dvs. en funktion: X — K dar K ar en mangd
farger) da dr gw = w om och endast om w ar konstant pa varje bana A, j,
Jj=1,...,mg.

v

Varfor?

Eftersom gw = w s3 géller g/w = w for alla j € Z. Om nu x och y hor till
samma bana under verkan av g s3 finns det ett tal j s3 att g/x = y eller
g1y = x. Enligt definitionen av gruppverkan p3 firgningar

((gw)(x) = w(g™1x)) och det faktum att glw = w s3 far vi

w(y) = (gw)(y) = w(g7y) = w(x).

Om igen w &r konstant p3 alla banor s3 dr w(x) = w(g~1x) fér alla x € X.
Detta betyder att w(x) = (gw)(x) for alla x, dvs. w = gw.

v
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Pélyas teorem om antalet " fargningar”

Antag att gruppen G verkar ps miangden X och I5t KX vara mingden av
fargningar av X med "firgerna” K = {a1,az,...,a,}. D3 ar koefficienten
av monomet

i

i, b . qir
al a2 ... ar

i polynomet
Cex(al+...+ah,a3+...+a%...,a0 +...+a")

antalet fargningar av X som anvander fargen a; exakt i; ganger (dvs.
[{x:w(x) = aj }| = ij) och som inte ar ekvivalenta under verkan av G.

Om man anvénder r firger men inte har andra begrinsingar s3 ar
Cex(r,r,...,r) antalet fargningar av X som inte ar ekvivalenta under
verkan av G.
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% ¥ Grafer

e En riktad graf G = [V, E] bestar av en mdngd V' vars element ar
noder (eller hérn) och en médngd E av bagar (eller kanter) som (i et
riktade falet) ar €n delmangd av V' x V' (dvs. en relation i V).

e En (icke-riktad) graf G = [V, E] bestdr av en mingd V vars element
dr noder (eller hérn) och en méangd E av bagar (eller kanter) som vars
element dr delmangder av V. _med 1 eller 2 element.

o En enkel graf G = [V, E] ar en icke-riktad graf i vilken bigarna i E ar
delmangder av V. med exakt tva element.

Antalet element i V' antas vanligen vara positivt men dndligt.

% Obs!

Om V ={vi1,va,...vm} och [V, E] ér en enkel graf sa kan mangden
{vj,vj} = {v;} inte hora till E eftersom den innehaller bara ett element
och detta innebar att i en enkel graf finns det ingen bage mellan en nod
och den sjilv, en sk. égla eller loop. | alla graferna som hdr behandlas kan
det finns hogst en bage mellan tva noder.
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@ Definitioner
Antag att G = [V, E] ar en graf.

Envdg i G ar en foljd [vo, v1,...,vp] dar vj, j =0,1,...,n ar noder i
G (dvs. vj € V) och fér varje j = 1,...,n finns det en bige i G
mellan vj_y och vj, (dvs. {vj_1,vj} € E eller [vj_1, vj] i det riktade
fallet).

Langden av vigen [vp, va,...,vp] i G ar n.

En cykel (eller krets) i G &r en vag [vo, va,...,Vn| i G sd att v, = vp.
En vag [vo, vi,...,vs] i G dr enkel om ingen nod i vagen upprepas
(dvs. vj # v d30 < j < k < n).

En cykel [vo, vi,...,w] i G ar enkel om vagen [vy, vi, ..., Vn_1] &r
enkel.

En Euler-vig (eller -cykel) i G &r en vig (eller cykel) i G sa att vagen

eller cykeln gar genom varje bage precis en gang (dvs.

Ul_1{vji—1,vj} = E och {vj_1,vj} # {vk—1,w} dd 1 < j < k < n).
En Hamilton-vag (eller -cykel) i G ar en enkel vag (eller cykel) i G sa
att vagen eller cykeln gar genom varje nod, fransett startnoden i
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(& Definitioner, forts.

En graf ar sammanhdngande om det finns en vag fran varje nod till
varje annan nod.

En graf ar ett trad om det finns exakt en enkel vag fran varje nod till
varje annan nod.

En graf dr en skog om det finns hégst en enkel vag fran varje nod till
varje annan nod.

En graf ar bipartit med delarna X och’ Y om V = XUY, XNY =10
och EC {{x,y} : xeX,ye Y}

En matchning i en graf 4r en mangd bagar M C E s3 att tva olika
bagar i M inte har ndgon gemensam dndnod, dvs. om e; = {v1, v} }
och ey = {va,Vv5} och e1 # ey sd dre; Nex = 0.

| en nodfargning av en graf far noder som dr grannar olika farg, dvs.
fargningen ar en funktion w : V — K s3 att w(v;) # w(vk) om

{vj, v} € E. Det kromatiska talet for en graf 4r minimiantalet farger
som behévs fér en nodfirgning.
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Girig nodfargning
Ett enkelt men inte nédvandigtvis optimalt sitt att bestamma en
nodfargning ar féljande giriga algoritm:

e Sitt noderna i ndgon ordning: [vi, va, ..., vy].

e Sitt fargerna i nagon ordning: [a1, a2, ..., a,].

e Firga den férsta noden med den férsta fargen, dvs. w(vi) = a;.

© Om noderna vy, ..., vy ar firgade sa farga vx1 med den férsta farg
som kan anvandas s3 att villkoret att grannar inte far samma farg
uppfylls, dvs. w(vii1) = aj dar
J=min{i>1:{vp,vkp1} € E& p< k = w(vp) # aj }.
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¢ Grannmatris

Om G = [V, E] ar en graf med m noder V = {v1,...vm} sa r dess
grannmatris den m x m-matris fér vilken géller

v )L A{vi,w) €E,
A _{o, i) 2.

Om n>1 och B = A" s3 ar B(j, k) antalet vagar fran nod v; till nod v
med langden n.

@ Bipartita grafer och matchningar

Om G = [X U Y, E] ar en bipartit graf (med delarna X och Y') sa finns
det en matchning M i G sa att varje x € X 4r andnod fér ndgon bage i M,
dvs. en sk. fullstindig matchning

om och endast om det &r sant att

foér varje A C X ar antalet noder i A mindre eller lika med antalet noder i
Y som ar granne med nigon nod i A.

~
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(& Minimalt uppspinnande trid, girig algoritm

Om G = [V, E] ar en sammanhéngande graf s3 att varje bage {vj, vi} har
getts en vikt w({vj, vi}) (och w({v;, vk}) = oo ifall {vj, vk} ¢ E) sa ar
det minimalt uppsinnande tradet en delgraf T = (V,ET) (dvs. ET C E)
som ar ett trid och sidan att y_r, \, veg, W(Vj, vi) dr sd litet som mdjligt.
Ett satt att konstruera ett minimalt uppspannande trad ar att anvanda
féljande giriga algoritm (Prims algoritm):
o L3t Ty =[{w},0] dar v1 &r en godtyckligt vald nod (dvs. Ty &r en
graf som bara innehaller en nod och ingen bage).
e Om man redan bestamt T, = [Vin, Ep] sd valjer man v; € Vi, och
vk € V\ Vi, sd att w({vj, vk }) ar sa litet som mdjligt och sedan
Tmt1 = [Vim U {vi}, Em U {{vj, v} }], dvs. man lagger till noden v
och bagen mellan v; och vy till T, for att {3 Tpy1.
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% Dynamisk optimering och grafer

Antag att G = [V, E] &r en enkel sammanhingande graf s att varje bage
e € E har getts en vikt w(e) > 0 (och w({vj, vi}) = oo ifall
{vj, v} ¢ E). En fraga som ofta dyker upp hur man kan bestimma en vig

[Vo, V1, ..., Vq] frdn en given nod vy till en annan given nod v, s3 att
>oimy w({vj-1,v;}) ar sa liten som mojligt.
e Definiera s(v) = min{zj’f:1 w({vj_1,vj} : [vo, vi, ..., v] ar en vig

fran vo till v = v}.
o Observera att for funktionen s géller principen fér dynamisk
optimering:
s(v) = min(s(V') + w({V/, v}).
V/

@ Bestim de optimala virdena s(v) pa féljande sitt:
Lat Vp = {Vo} och S(Vo) =0.
Om de optimala virden s(v) ar bestimda for v € V; sa beraknas
testvarden for grannarna till V; i V' \ V; med
t(v) = minycv (s(v') + w({v', v}).
Lat Vi1 = V;U{v} och s(v) = t(v) dar t(v) = min,cv\y, t(V').

o
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