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% % Mangder
Det enklaste sittet att beskriva en mangd ar att rdkna upp elementen i
mangden, tex. A= {2,4,5,8} och B = {4,5,...2004}. Man skriver x € A
om x ar ett element | A och x ¢ A om x inte dr det, s3 att tex. 2 € A,
375€ Bmen6¢ Aoch3¢B.
Méngderna {2,3,2} och {3,2} dr desamma eftersom de innehaller samma
element och upprepningar och ordningen inte har nagon betydelse.
Ofta anges mangder som de element i en mdngd A som har en viss
egenskap P, dvs. B={x € A: P(x) } dar P(x) for varje x € A antingen
dr sant eller falskt. Tex. dr { x € R : x < 4} mangden av alla reella tal
som &r mindre eller lika med 4.

e () = {} &r den tomma mingden som inte har nigra element alls.

e AUB={x:xc Aellerx e B}

e ANB={x:x€AochxeB}

e A\B={x:x€Aochx¢ B}

@ ACBomxeB forallaxe A

e Ac=Q\ Aifall AC Q och det ar klart vad Q ar.
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¥ Satslogik
Om a och b ar satser eller pastaenden som kan vara sanna eller falska,
men inte nagonting mitt emellan, sa galler

@ satsen a & b ar sann d3 a och b ar sanna,

@ satsen a | b dr sann da a eller b dr sann (och ocksd da bade a och b

dr sanna).

@ satsen !a 4r sann d3 a inte dr sann, dvs. falsk.

@ satsen a — b dr sann da (!a) | b &r sann, dvs. da antingen b &r sann

eller a ar falsk.

I matematisk logik anvands vanligen A istallet for &, \V istéllet fér | och —

istdllet for | och a <+ b ar en férkortning av (a — b) & (b — a).

Implikationen —

Observera att implikationen a — b som logisk sats inte alltid motsvarar
vad man i dagligt tal menar med en implikation, dvs. "av a féljer b”

eftersom a — b ar sann da a ar falsk och den inte nédvéndigtvis har nagot

med orsakssamband att gora.
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Predikatlogik

Predikatlogiken &r en utvidgning av satslogiken s& att man forutom satser
har variabler x,y, ... och predikat P, Q, ... (eller hur man nu vill beteckna
dem). Predikaten har ett dndligt antal argument, tex. P(x), Q(x,y), osv.
och ett predikat utan argument ar en sats.

Férutom de operationer (!, &, | och —) som finns i satslogiken anvander
predikatlogiken all- och existenskvantorerna ¥ och 3 som uttrycker " for
alla” och "det existerar”.

Férutom predikat kan man ocksa anvidnda funktioner vars varde hor till
det omrade som behandlas ("domain of discourse”). En funktion med noll
argument dr da en konstant. Funktioner och konstanter kan ocksa
uttryckas med hjalp av predikat, men det blir ldtt onédigt klumpigt.

Operatorordning

Om man inte vill anvdnda parenteser, som naturligtvis har hégsta prioritet,
kan man utnyttja att de logiska operatorerna (vanligtvis) evalueras i
féljande ordning: Férst !, sedan ¥ och 3, sedan & och | och till sist —.
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Peanos axiom och de naturliga talen

Vi har en konstant o ("det forsta talet”, ursprungligen 1, nu ofta 0), en
funktion S(x) ("successor”, dvs. "féljande tal”) och ett predikat L(x,y)
med tvd argument (som uttrycker att x och y ar lika) som har skrivs i
formen x ==y.

De tva férsta axiomen ar

P1 Vx(1(S(x) == o)) (det forsta talet foljer inte efter nagot tal)

P2 Vx(Vy((S(x) == S(y)) = (x ==y))) (om de féljande talen ar lika
ar talen lika)

Det tredje axiomet ar egentligen ett axiomschema eller odndligt manga
axiom eftersom det skall galla for alla predikat P:

P3 (P(0) & (Vx(P(x) — P(5(x))))) — (¥xP(x)) (induktionsprincipen)
Eftersom P3 egentligen sager vad som galler fér alla predikat, VP &r det har
fragan om andra ordningens predikatkalkyl.

Observera ocksa att P3 sager att de naturliga talen ar precis
{0,5(0)),5(5(0)), ...} och inte nidgot mera.
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¥ % Induktionsprincipen

Om P(n) &r ett pastdende (som fér alla n > ng antingen ar sant eller
falskt) s3 att

e P(ng) ar sant
o P(k+1) arsant ifall P(k) &r sant (dvs. P(k) — P(k+1)) d3 k > ng
sa ar P(n) sant for alla n > ng.
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¥ % Kartesisk produkt

Den kartesiska produkten X x Y av tva mangder X och Y bestar av alla
ordnade par (a, b) eller [a, b] dira € X och b€ Y, dvs.

XxY={[abl:aeXochbe Y}

Det finns olika sitt att definiera paret [a, b] endast med hjalp av
mangdteoretiska beteckningar och ett ofta anvant sitt ar att siga att
[a, b] &r mangden {{a},{a, b}}.

‘¢ % Relationer

En relation mellan mangderna X och Y (eller i X om Y = X) &r en
delmangd av den kartesiska produkten X x Y.
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%Vad ar en graf?

En graf bestar av en mangd noder och en mangd bagar mellan noderna,

tex. sahar:
M

I en riktad graf har varje bige en startpunkt och en slutpunkt, medan man
i en icke riktad graf inte gor skillnad mellan start och slutpunkten.

e En riktad graf kan enkelt beskrivas som ett ordnat par [V, E] (V som
"vertex”, E som "edge”) dar V' dr en mangd (vanligtvis dndlig och
inte tom) och E C V x V, dvs. E ar en relation i V.

o En icke riktad graf kan beskrivas som ett ordnat par [V, E| ddr V ar
en méangd (igen vanligtvis andlig och inte tom) och
Ec{{ab}:acV,beV}.

En icke riktad graf kan férstas (?) ocksa beskrivas som en riktad graf dar
relationen E dr symmetrisk, dvs. [a, b] € E — [b,a] € E. Observera att
med ingendera av dessa definitioner kan man ha flera bagar mellan samma
noder men nog en bage fran en nod till samma nod.
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Olika slag av relationer i en mangd X
En relation W i mangden X ar
o reflexiv ifall [x,x] € W for alla x € X.
e symmetrisk ifall [x,y] € W — [y,x] € W fér alla x ochy € X.

e transitiv ifall [x,y] € W & [y,z] € W — [x,z] € W for alla x, y och
ze X.

@ en ekvivalensrelation om W ar reflexiv, symmetrisk och transitiv.

e antisymmetrisk om [x,y] € W & x # y — [y, x] ¢ W for alla x och
y e X.

@ en partiell ordning om den ar reflexiv, antisymmetrisk och transitiv.
e asymmetrisk om [x,y] € W — [y, x] ¢ W fér alla x och y € X.
e total om [x,y| € w | [y,x] € W for alla x och y € X.
Ofta skrivar man xWy istallet for [x,y] € W, tex. x < y (istallet fér
[x,y] €<).
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% % Funktioner

Om X och Y dr mangder si ar en funktion f : X — Y en relation mellan

X och Y dvs. en delmdngd i X x Y s3 att
e for varje x € X finns det ett y € Y s3 att [x,y] € f.
@ om [x,y1] € f och [x,y»] € f sd dry; = y».
Vanligtvis skriver man relationen s3 att [x,y] € f om och endast om

y = f(X), dven om y = xf eller y = x.f kunde vara battre om man laser fran vanster till hoger.
Med andra ord, en funktion f fran X till Y &r en "regel” som for varje
x € X ger som svar ett entydigt element y = f(x) i Y.

Mézngden { f : f &r en funktion fran X till Y } betecknas ofta med Y.

& % Injektioner, surjektioner och bijektioner
En funktion f : X — Y aren

@ injektion om f(x1) = f(x2) — x1 = xp for alla x1, xo € X.

@ surjektion om det for varje y € Y finns ett x € X s3 att f(x) = y.

@ bijektion om den ar en injektion och en surjektion.
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% Sammansatta och inversa funktioner
@ Omf: X — Y ochg:Y — Z ar tva funktioner s ar
h=gof: X — Z funktionen h(x) = g(f(x)).
e Omf:X—=Y,g:Y —Zochh:Z— W ar funktioner s ar
(hog)of = ho(gof) s att denna funktion kan skrivas som hogof.

© Om f : X — Y d&r en funktion s3 att det finns en funktion g : ¥ — X
s att (gof)(x)=xoch(fog)(y)=y férallaxe X ochy € Y sa
ar f inverterbar, g ar dess invers och man skriver ofta g = f -1,

@ En funktion f : X — Y ar inverterbar om och endast om den &r en
bijektion.

@ Om f : X — Y ar inverterbar s3 ar (f‘l)‘1 =f.

Observera att f ! inte 4r samma sak som funktionen h(x) = f(x) ! som forutsitter att man i Y kan rikna inverser, vilket &r

fallet i R \ {0} men inte i Z.
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% Ordo eller Stora O: f € O(g)

Om g ar en funktion som &r definierad for alla "tillrdckligt stora” heltal sa
betyder f € O(g) att f ocksa ar definierad for alla "tillrdckligt stora”
heltal och att det finns en konstant C och ett heltal ng sa att

[f(n)] < Clg(n)], n = no,

Anvéndningen av denna beteckning betyder ocksd att man inte ar speciellt
intresserad av, eller inte exakt vet, vad C och ng ar.

Ofta skriver man f(n) = O(g(n)) istallet for f € O(g), men om man d3
istallet fér O(n) + O(n?) € O(n?) skriver O(n) + O(n?) = O(n?) s& maste
man inse att man inte kan férkorta bort O(n?)!

Det ar inget speciellt med att funktionerna har antas vara definierade bara fér
(endel) heltal och att man ser vad som hinder da n — oco. Tex. géller ocksa

4 3]

425 € O(x) di x — 0.

x34x2
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% Antalet element i en mingd

e Tva mangder A och B har samma antal element (eller kardinaliteter)
|A| och |B| om det finns en bijektion A — B.

Méngden A har farre dn eller lika manga element som mangden B,
dvs., |A| < |B|, om det finns en injektion A — B.

Mangden A har farre element 4n mingden B, dvs., |A| < |B|, om det
finns en injektion A — B men ingen bijektion A — B.

Ifall A={0,1,2,...,n— 1} s3 ar |A| = n.

En mangd A sdgs vara andlig om det finns en bijektion
A—{0,1,2,...,n— 1} fér ndgot heltal n > 0, dvs., om |A| = n.

Obs!

For att dessa definitioner skall vara férnuftiga maste man visa att det finns
en bijektion {0,1,2,...,n—1} — {0,1,2,...,m — 1} om och endast om

m = n och att ifall det finns injektioner A — B och B — A sa finns det en
bijektion A — B.
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% % Summeringsregeln, enkel form
Om A och B ar tva (dndliga) mangder s att AN B = () s3 ar

|AUB| = |A| + |B].

Av detta féljer att om B C A sa ar |A\ B| = |A| — |B|.

% % Produktregeln, enkel form
Om A och B r tva (andliga) mangder s3 ar

Ax B| = |A]-|B|

% % Ladprincipen: Enkel men nyttig!

Ifall m > 1 féremal placeras i n > 1 lador s3 maste en ldda innehilla minst
|2 reremalr

Vgrfdr? Om det storsta antalet féremal som finns i nagon av lidorna ar k

sd drk-n>m sa att k > ' och eftersom [ 7] definieras som det minsta

heltal som &r > ™ si méste vi ha k > [7].
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% % Summerings eller inklusions-exklusionsprincipen
Om A och B ar tva (dndliga) méngder sa ar

|AUB| = |A|+[B| - [AN B,
och mera allméant (forutsatt att alla mangder A; nedan ar andliga)

k k r
‘gAj‘ = r;(—lw1 > Nal

1< <p<...<jr<k i=1

% %En allman form av produktregeln
Ifall

C={(x1,x2,...,xk) 1 x1 €A1, X2 € Ao sy -+, Xk € Ak 1

dar |A1| = ny1, for varje x; € Ay géller |Az | = na och sa vidare sa att for
alla x; € A1, x» € A27X1, ceey Xk—1 € Ak—l,Xl,m,kaz galler
’AJ"X17X27._.7XJ.71| = nj, 1 S_] < k, s3 ar

|C|:n1.n2-...-nk.
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% Valj r forem3l ur en mangd med n foremal eller element
Det finns (dtminstone) tva satt skilja pa olika situationer:

@ Ordnat val: Det har betydelse vid vilket val féremalet valjs — Inte
ordnat val: Det har inte ndgon betydelse vid vilket val féremalet valjs.

@ Ingen upprepning: ett foremal kan véljas bara en gang — Upprepning
méjlig: samma féremal kan véljas manga ganger.

Antalet olika sitt pa vilket detta kan géras blir darfor:

‘ Ingen upprepning Upprepning méjlig
Ordnat | n(n—1)-...-(n—r+1) n
-1
Inte ordnat (n) <n tr )
r r
|
Har r (7’ L —

J) gt (m—j)!

Upprepning kan bade tolkas sa att man valjer ett féremal, noterar vilket det ar,
och sétter tillbaka det, och sa att elementen i mdngden ar de olika slag av

féremal som man kan valja.
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% Plocka bollar ur en |3da eller sitta bollar in en 13da?

Ett annat satt att se pa situationen dir man valjer r foremal ur en mangd
med n féremal (med ett ordnat eller inte ordnat val, med upprepningar
eller utan) ar att tinka pa féremalen i mangden, inte som bollar i en lada,
utan som lador i vilka man valjer att placera ett féremal, tex. en boll, som
i det ordnade fallet kan vara numrerade eller pa annat satt identifierbara
och i det inte ordnade fallet identiska.

Ett val utan upprepningar innebar da att i varje lada kan sattas hogst en
boll och ett val med upprepningar att flera bollar kan sattas i samma lida.
| ett ordnat val ar det alltsa inte ordningen som &r det viktiga, det
avgérande att valen ar olika pd nagot annat sitt an bland vilka foremal
det gdrs, dvs. bollarna som sitts i Iador ar inte identiska. Om man sedan
pa nagon satt ordnar de valda féremalen eller lIddorna i det inte ordnade
fallet har ingen betydelse.
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Antalet funktioner A — B
Antag |A| = m och |B| = n.
o Antalet funktioner: A — B is r n™ (och dirfor ar det fornuftigt att
beteckna mangden av funktioner A — B med B*).
Observera att en funktion ar ett ordnat val med upprepningar av m
element ur en mangd med n element.
n!

° Anta/etinjektionerA—>Bé'rn-(n—l)n..-(n—m—i—l):ﬁ
n— m)!

m < n.

Varfor? Ordna elementen i A och gor sedan ett ordnat val utan
upprepningar av m element ur mangden B (som har n element) s att
de blir vardena av funktionen.

o Antalet surjektioner A — B ar Z(—l)"*’ <n> r'.

r=0
Varfér? Antalet surjektioner dr antalet funktioner minus antalet

funktioner till en strikt delmdngd av B och detta senare antal kan
man rdkna med hjalp av inklusions-exklusionsprincipen vinet efeer diverse

rdkningar ger formeln ovan.
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Multinomialtal

n n!
= I I ' n=ny+ny+ ...+ ng.
ny, np, ..., Nk nyt-nNot- oo N

® Om man har valt n féremal med upprepningar fran en mangd med k
element sa att man har tagit ny av typ y1, ny av typ y» och sa vidare,
da ar (nhn;‘”’nk) antalet satt pa vilka dessa foremal kan ordnas s3 att
féremal av samma typ inte kan skiljas 4t.

@ Om A dr en mdngd med n element och B = {y1,...,yx} aren
méangd med k element och ny, ny, ..., n, ar icke-negativa tal sa att
ni+ny+...ng=nsadaar (n1 o ”k) antalet funktioner f : A — B
sdatt [{xc A:f(x) =y} =n;.

@ Omn>0ochk>1 saar

n
(x1+...+x)" = E At oo
ny, np,...,Nk

m+...4ng=n
n;j=>0
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