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Euklides algoritm
Om vi vill rdkna ut sgd (634, 36) s3 far vi féljande resultat:

634 =17 - 36 4 22

36 =1-224 14
22=1-14438
14=1-8+6
8=1-6+2
6=3-2+0

sd att sgd (634, 36) = 2.
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Inversen av en kongurensklass

Om man vill rikna [23]g; raknar man forst ut sgd (67,23) och fir

67 =2-23+4+21
23=1-2142
21=10-2+1
2=2-140

Fér att uttrycka sgd (67,23) med hjalp av 67 och 23 riknar vi baklinges:

sgd (67,23) =1=21-10-2=1-21-10-(23—-1-21)
=-10-23+11-21=-10-23+11- (67 —2-23)
=11-67—-32-23

Detta innebar att (—32)-23 =1 —11-67 s att (—32)-23 =1 (mod 67)
vilket &r det samma som att [23]57 = [~32]67 = [~32 + 67]67 = [35]67-
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Kontrolltecknet i finlandska personnummer

Kontrolltecknet i finska personnummer rdknas som resten vid division av
det tal som de nio férsta siffrorna bildar med 31. Kan kontrolltecknet bli
oférandrat om tva siffror som ar olika byter plats?

Anta att siffran a som ursprungligen finns i position j bakifran byter plats
med siffran b som som ursprungligen finns i position k bakifran. Antag
ocksa att j > k. Skillnaden mellan de tva talen ar da

m=(a—b) 100" —(a—b) 10K = ((a—b)- (10/~F - 1)) - 10*7 1.

For att kontrolltecknet skall frbli oférdndrat borde mod (m,31) = 0 dbvs.
31|m och eftersom 31 ar ett primtal maste 31 da dela dtminstone ett av
talen a — b, 1005 — 1 och 10X~1. Eftersom a # b 4r 0 < |a— b| <9 och
darfor delar inte 31 talet a — b. De enda primtal som delar 10~ &r 2 och
5 s5 31 kan inte dela 10~ och genom att g4 genom alla mojligheter ser
man ocks3 att mod (10~ —1,31) #0d5j —k=1,...,8, (men

mod (10'® — 1,31) = 0). Detta innebdr att 31 inte delar m och darfér
andras kontrolltecknet.
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RSA-algoritmen

Om man med RSA-algoritmen skall kryptera meddelandet 9 och anvinda
den publika nyckeln (55,23) s skall man rikna ut mod (9%3,55). Fér att
gora rakningen enklare observerar vi forst att
23=16+4+2+1=2%+22421 4+ 20 55 art

923 = 916.9%.92.9 = (((9%)2)?)? - (9%)?- 92 - 9 och man fir

mod (92, 55) = mod (81, 55) = 26,

mod (93,55) = mod (26 - 9,55) = mod (234, 55) = 14

mod (9%, 55) = mod (262, 55) = mod (676, 55) = 16,

mod (97,55) = mod (16 - 14,55) = mod (224, 55) =

mod (98,55) = mod (162, 55) = mod (256, 55) = 36,

mod (91, 55) = mod (362, 55) = mod ((—19)?,55) = mod (361, 55) = 31,
mod (92%,55) = mod (31 - 4,55) = mod (124, 55) = 14,

s3 att mod (9%3,55) = 14.
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RSA-algoritmen, forts.

Om man vill dekryptera meddelandet 14 maste man kdnna till den privata
nyckeln och den ar (55,7) darfor att 55 =5-11, (5—1)- (11 —1) =40
och mod (23 -7,40) = mod (161, 40) = 1. Fér dekryptering observerar man
att 7=4+2+1=2242"+20 5§ att 14" = 14* - 142 - 14 och man fdr

mod (142, 55) = mod (196, 55) = 31,

mod (143, 55) = mod (142 - 14, 55)
= mod (31 - 14,55) = mod (434, 55) = 49,

mod (14*,55) = mod (312, 55) = mod (961, 55) = 26,

mod (147,55) = mod (14* - 14® - 14,55) = mod (26 - 49, 55)
= mod (26 - (—6),55) = mod (—156,55) = 9,

s& att mod (147,55) = 9.
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Permutationer och cykelnotation
Lat A={1,2,3,4,5,6,7} och antag att o 4r permutationen
(1234567

““24135756)

av A dar alltsd detta skrivsatt betyder att tex. (1) =2 och a(4) = 3. Nu

serviattl— 24+ 3+— 1 (dvs. a(l) = 2, a(2) = 4 osv.) och detta

ger cykeln (1 2 4 3) som allts§ &r en permutation 3y s§ att (1(1) = 2,

B1(2) =4, f1(4) =3, B1(3) =1 och (x) = x for alla x € {5,6,7}.

Eftersom «(5) = 5 far vi cykeln By = (5) for vilken alltsd [52(x) = x for

alla x € A. Slutligen ser vi att 6 — 7 +— 6 vilket ger cykeln (6 7). Med
cykelnotation kan vi nu skriva o som

a=ppB=(1 2 4 3)(6 7),

eftersom (3, ar identitetsfunktionen. Men det finns ocksd manga andra sitt
att skriva a som en produkt av cykler, tex. o = (7 6) (4 31 2).
Maéngderna Ay = {1,2,4,3}, Ay = {5} och A3{6,7} &r permutationens
banor eftersom Uj‘?’zlAj =A ANA=0dij+#k a(A)=A;,j=1273
och det finns inga mindre mingder med dessa egenskaper.
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Symmetrier i en 4-horning

Lat X = {0,1,2,3}. Eftersom det finns 4 element i X s3 finns det 4! = 24
@ permutationer av X. Men om elementen i X &r noder
i grafen till vinster och man kriver av en permutation
a.e a att om x och y ar grannar, dvs. det finns en bage
mellan ¢ och y, s dr ocksi a(x) och «(y) grannar
g (dvs. man kraver att « &r en graf-isomorfism) sa blir
situationen en annan. | en siddan permutation kan 0
avbildas pa vilken som helst av noderna 0, 1, 2 eller 3. Men a(1) skall vara
en granne till a(0) vilket betyder att a(1) = mod (alpha(0) + 1,4) eller
mod (a(0) — 1,4). Eftersom «(2) inte skall vara en granne till «(0) méste
vi ha a(2) = mod(a(0) + 2,4) och pd samma satt far vi att
a(3) = mod (a(1) + 2,4).
Vi far alltsa féljande permutationer skrivna med cykelnotation:
(0)(1)(2)(3), (0)(1 3)(2), (0123), (01)(23), (02)(13), (02)(1)(3),
(0321) och (03)(12) av vilka 4 &r rotationer och 4 reflektioner.

Gruppen som dessa permutationer ar en sk. dihedral grupp och betecknas
med D,.
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Symmetrier i en 4-horning, forts.

Om man nu vill anvidnda Pdlyas teorem for att rdkna ut pa hur manga sitt
man kan farga noderna i grafen sa att man har en svart, en vit och tva
réda noder och om man sdger att tva fargningar dr olika om man inte far
den ena av andra genom att tillimpa en permutation i Dy pa grafen s3
skall man férst rdkna ut cykelindexet som i detta fall blir

1
Coux(ti, to, t3, tg) = g(t{‘ + 2ty tg+ t2 + 2+ P+t + t§).

Antalet icke-ekvivalenta firgningar en svart, en vit och tva réda noder blir
nu koefficienten for svr® i polynomet

2 2., ,2 3 3.1 43 4 4, 4
Copx(s+v+r,so+ve+ro,8>+v>+ 2,5+ v+ r).
Eftersom svr?® bara kan férekomma i termerna som motsvarar %tf och
%th tpr s skall vi bestimma koefficienten for svr® i polynomet

1 1
S(sHvErt+S(s+ v+ + v+,

8 4
och den blir 1 A0 |
. 4 Z.90_9
8 1!-1!-2!+4
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Pdlyas teorem och "tre-i-rad”

Antag att man pa ett papper ritat 3 X 3 och i 2 rutor skrivit ett x:s, i 2
rutor ett o och 5 rutor dr 4nnu tomma. Det finns (2 > 5) = 756 olika sitt
att géra detta om man héller pappret fixerat. Men om vi kan vrida pappret
med vinkeln 0, Z 5, eller =X 3” runt mittpunkten s minskar antalet alternativ
och for att bestamma detta antal pa ett systematiskt satt skall vi
undersoka hur gruppen som genereras av en rotation med vinkeln % verkar
pa rutorna och i synnerhet bestimma dess cykelindex, dvs. bestimma
banornas lingder. Resultaten ar féljande:

Identiteten (vridning med vinkeln 0) har 9 banor som alla innehaller 1
element.

En vridning med vinkeln % har 2 banor som bada innehaller 4 element (den
ena bestdr av hérnen och den andra de yttre rutorna mellan hérnen) och 1
bana som innehaller 1 element (rutan i mitten). Samma géller om man
vrider med vinkeln 3” vilket ar detsamma som att vrida vinkeln 7 i negativ
riktning.

Om vi vrider pappret med vinkeln 7 far vi 4 banor som innehaller 2 rutor
(motsatta hérn och motsatta ytterrutor mellan hérnen) och 1 bana som

o
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Pdlyas teorem och "tre-i-rad”, forts.
Cykelindexet blir darfér

1
Cox(tr,to, ..., tg) = 2 (] +2t1t7 + t183) .

Fér att bestimma antalet icke-ekvivalenta fargningar s ersitter vi t; med
x4+ o/ + t/ | detta uttryck och d3 ar koefficienten for termen x?0®t°
antalet icke-ekvivalenta fargningar med 2 stycken x, 2 stycken o och 5
stycken t. Denhar koefficienten blir

1 9 4 1
— = — 12 :]. 2
4(<2,2,5>+(1,1,2)> 3 (756 T12) =19
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En graf som beskriver en beslutsprocess

Antag att man har fyra mynt och man vet att precis ett av dem ar
forfalskat sa att dess vikt avviker frin de dkta myntens (men man vet inte
om det ar littare eller tyngre). Om man nu har en balansvidg med vilken
man kan avgéra om tva mynt (eller par av mynt, osv.) vager lika mycket
eller inte sa kan man med féljande graf beskriva en procedur fér att
bestamma vilket av mynten m;, j = 1,2,3,4, som ar forfalskat:
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Girig nodfargning
Vi skall bestimma nodfirgningar for grafen

v
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Girig nodfargning, forts.

och anvinder den sk. giriga algoritmen: Satt firgerna i nagon ordning och
ga genom alla noderna (i ordning) och ge varje nod den férsta fargen i

fargordningen som den kan fa med beaktande av de farger man redan gett
till noder och villkoret att tva noder inte kan ha samma fiarg om det finns

en bage mellan dem.

Om vi anvander fargerna a, b, c,

ordningen 1,2,3,4...,16 s3 blir firgningen féljande:

... och tar férsta noderna forst i

Nod | 1|2] 3

5/6|(718|9]|10]| 11

12

13| 14 | 15

16

Farg| a|a|al|b

b|b|c|lc|b| c b

a

C

a b

a

Om vi tar noderna i ordningen 9,10, ...,15,16,1,2,7,8 s3 blir firgningen

Nod | 9| 10| 11

12113141516 | 1| 2

S

4

516

7

8

Firg | a| b | a

b| al| b| a| b |b|a

b

a

b| a

Av detta ser vi att det minsta méjliga antalet farger ar 2 eftersom det

inte kan vara 1 om det finns minst en bage i grafen.
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Isomorfa grafer

Ar graferna nedan isomorfa?

| bada graferna finns 4 noder med gradtalet 3, dvs. som har 3 grannar och
2 med gradtalet 2, s3 av detta kan man inte dra slutsatsen att de graferna
inte skulle vara isomorfa. Daremot finns det ingen cykel i grafen till vanster
med langden 3 men det finns det diremot i grafen till héger. Detta innebar
att graferna inte kan vara isomorfa.

v
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Isomorfa grafer

Ar graferna nedan isomorfa?

1

| detta fall ar graferna isomorfa eftersom funktionen som definieras med
f(1)=d, f(2) =c, f(3) =b, f(4) = e, och (5) = a har de 6nskade
egenskaperna.
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