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Mangder, implikationer

Lat A=1{1,2,3,4}, B={0,3,4} och C = {x: x ar ett heltal >2}.
Vilka av féljande pastaenden ar sanna?

(a) xe ANC — x € B for alla x?

(b)) AcB— CCA?

(c) Det finnsetty e Csiattye B—y¢ AUB?

(d) y¢ B—y¢Aforallaye C?

Lésning: (a) Eftersom AN C = {2,3,4} sa galler 2 € AN C men eftersom
2 ¢ B s3 galler inte detta pdstiende (som ar ett satt att siga AN C C B).
(b) Eftersom 2 € A men 2 ¢ B sa géller inte A C B och darfér ar

AC B — C C A sant.

(c) Detta pastaende ar ocksa sant eftersom tex. 2 € C, men 2 ¢ B vilket
betyder att 2 € B inte ar sant och darfér galler2 € B —2 ¢ AU B.

(d) Detta ar inte sant for tex. 2€ C och2 ¢ B men2 € Asd att2 ¢ A ar
inte sant.
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Slutledningsregler och bevis

Antag att p och q &r tva satser. Vi skall nu bevisa att q ar sant om vi
antar att p & p ar sant, vilket allts3 visar att om man antar en motsigelse
kan man bevisa vad som helst. Det finns manga slutledningsregler men har
skall vi bara anvanda foljande:

(a)f\y

(b) x&y

‘XX

(c)
x|y
Det som gér att tex. (a) ar en slutledningsregel dr att satsen

(x|y)&ly = x

dr en tautologi, dvs. sann for alla sanningsvérden for x och y (vilket kan
kontrolleras dtminstone sa att man gar genom alla méjligheter).
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Slutledningsregler och bevis, forts.
Beviset ser nu ut pa féljande sitt:
(1) p & !p: Antagande

(2) p: (b) tillimpat pa (1) med x =p ochy =!p

(3) p| g: (c) tillimpat pa (2) med x =p ochy = q

(4) 'p: (b) tillimpat pa (1) med x ='p ochy = p

(5) q: (a) tillimpat pa (3) och (4) med x = p och y = q.

Observera att vi i punkt (4) ockss anvinde det faktum att x & y = y & x.)
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Induktion
Visa med hjalp av induktion att

n

1
doi=1+2+3+... n(”;) n>1.
i=1
Lésning: Pastiendet P(n) r alltsd y 7 1 i = "(";1) och ng = 1. D3 ar
pastdendet P(1) samma som att 1 = % vilket &r sant. Antag nu att

.. .. .. k k(k+1
P(k) &r sant och k > 1. Eftersom P(k) ar sant géller >~ ;i = ( - )
vilket innebar att

k+1

Z/_Z/Jr k+1) k(kgl) + (k+1)

i=1 i=1
:(k+1)<g+1>:(k+1)§(k+2):(k+1)((k2+1)+1)7

vilket i sin tur innebar att P(k + 1) &r sant. Enligt induktionsprincipen
foljer nu pastiendet. (Ofta, men kanske inte hir, I6nar det sig att
formulera det man skall visa som att ett uttryck skall vara 0.)

v
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Hur manga delmangder av en mangd med n finns det?

Det finns manga sitt att besvara denna fraga och ett satt ar féljande:
Observera (eller anta) forst att antalet delmangder bara beror pa hur
manga element det finns i mangden (Detta ar en féljd av att om vi har en
bijektion mellan tvd mangder s blir den ocksa en bijektion mellan
méangden av delmangder).

Lit S(m) vara antalet delmangder av en mdngd A med m element. Lat y
vara ett element som inte hér till mangden A. D3 ar varje delmingd B av
méngden AU {y} antingen sidan att y € B eller y ¢ B (men férstas inte
bada). | det férsta fallet r B = C U {y} och i det senare fallet B = C dar
C ar en delmangd av A. eftersom vi kan vilja C pd S(m) olika sitt finns
det 2 - S(m) satt att valja en delmangd B av AU {y} sa vi kan dra
slutsatsen att S(m + 1) = 2 - S(m). Eftersom S(0) = 1 (den tomma
méangden &r den enda delmangden av den tomma méngden) sa kan vi dra
(med induktion om vi vill ha ett bevis) slutsatsen att S(m) = 2.

Andra sitt att rdkna detta kan nog vara enklare!
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Hur ménga funktioner fran X till Y finns det da | X| = m och

Y| =n?

Fér varje element x i X finns det n olika méjligheter att valja f(x) och
déarfor blir antalet funktioner n™.

Ett annat satt att uttrycka samma sak ar att konstatera att funktionen
kan skrivas some en lista [f(x1), f(x2),. .., f(xm)]. Mangden av alla dessa
listor ar Y x Y x ... x Y = Y™ vilket dels ger antalet funktioner enligt

~~
m

produktregeln och dels motiverar betckningen Y fér mangden av
funktioner fran X till Y.

Observera ocksa att en delmingd B av en mangd A kan uttryckas med en
funktion f; A — {0,1} s3 att B={x € A: f(x) =1}. Detta ger ett
enkelt sitt att visa att antalet delmangder av A &r 24l
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Ett ordningsproblem

18 personer har delats in i tre lika stora grupper. Alla av dessa skall nu i
tur och ordning utféra ett uppdrag (tex. I6sa en uppgift i diskret
matematik) och villkoret ar att vid varje tidpunkt skall skillnaderna mellan
antalen personer i varje grupp som redan utfort uppdraget till sina
absolutbelopp vara hégst 1. P4 hur manga satt kan ordningsféljden da
viljas (ndr gruppindelning dr given)?

Ett annat satt att formulera problemet ar att man bildar 6 grupper, som
alla innehaller exakt en medlem fran var och en av de ursprungliga
grupperna, och sedan sitter man dessa mindre grupper och medlemmarna
i dem i ordningsféljd. Eller sa att medlemmarna i de ursprunliga grupperna
satts i ordningsféljd och personerna med samma ordningsnummer bildar en
grupp som sedan i sin tur ordnas.

Medlemmarna i de tre ursprungliga grupperna kan ordnas pa 6! - 6! - 6!
olika sitt och med hjilp av dessa ordningar utses medlemmar till de
mindre grupperna som i sin tur kan ordnas var och en pa 31 olika sitt sa
att det sammanlagd antalet alternativ blir

6!-6!-6!-(31)° = 17414258688000.
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Ett exempel i kombinatorik
(a) Fyra kort ur en normal kortlek med 52 kort placeras i en rad. P& hur
manga satt kan detta géras om alla kort i raden skall ha samma farg?

(b) Fyra kort ur en normal kortlek med 52 kort placeras i en rad. P4 hur
manga satt kan detta géras om raden skall innehalla exakt en knekt?

(a) Fargen kan valjas pa 4 olika sitt och sedan skall man géra ett ordnat
val av 4 kort bland 13 och detta kan géras pd 13 - 12 - 11 - 10 olika sitt sa
antalet alternativ blir sammanlagt

4.13-12-11-10 = 68640.

(b) Det finns 4 olika knektar att vilja pd och den kan placeras pa 4 olika
stallen, s5 sammanlagt ger detta 16 olika alternativ. Sedan skall man géra
ett ordnat val av de 3 dterstidende 48 korten och detta kan géras pa

48 - A7 - 46 olka sitt s3 det sammanlagda antalet alternativ blir

4.-4.48-47 .46 = 1660416.
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P3 hur manga satt kan man placera m identiska bollar i n identiska
lador?

Lat A(m, n) vara detta antal. Eftersom vi kan placera m > 0 bollar i 1 lida
pa bara ett satt s4 har vi A(m,1) =1 dd m > 0. Om m = 0 férblir alla
ladot tomma och det ger bara ett alternativ, dvs. A(0,n) =1 for alla
n>1.

Antag nu att m > 1 och n > 2. Lat k vara antalet bollar i den lada (eller
de lador) som innehller minst bollar. Olika varden pa k ger upphov till
olika fordelningar pa bollarna i ladorna. Férdelningen av bollarna i Iadorna
kan nu géras sa att vi forst sdtter k bollar i varje Iada och sedan sitter de
aterstaende m — n - k bollarna i de n — 1 Iidor som kan innehélla flera dn k
bollar. Detta kan géras pd A(m — n- k,n—1) olika satt. Eftersom vi maste
ham—n-k>0, dvs. k< % sa far vi

(m,n) = ZA —n-k,n—1).
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