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Hur manga rakenoperationer behovs i Euklides algoritm for att rakna
ut sgd (m, n)
Antag att m > n. | Euklides algoritm valjer vi ro = m, rp = n och raknar
sedan ut rj och q; s att ri_o = qjri_1 + r; for i > 2 tills vi fatt r,y =0
och d3 dr ryy—1 = sgd (m, n). For detta behévs alltsa M — 1 "divisioner
med rest”.
Nu skall vi alltsd uppskatta hur stort M kan vara och fér det later vi
X1:1,X2:20Ch

Xj+2 = Xjt1 + X, j =1 (*)
Nu vet vi att ryy_1 > x1 och ry—o > xo eftersom ry—1 > ry—1. Om vi nu
antar att ry_j > x; for 1 < j < k s3 far vi, eftersom q > 1 att

M—(k+1) = AM—k+1M—k + IM—k+1 = IM—k + TM—k+1 = Xk +Xk—1 = Xk+1-

Av induktionsprincipen féljer nu att ry_; > xj forallaj=1,... M.
Om man Iéser ekvation () sa far man
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@ Modulirrikning

9 Grupper och permutationer
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Hur manga rakenoperationer behovs i Euklides algoritm for att rakna
ut sgd (m, n), forts.

) (5 2

Jj=2 Jj=1
Nu kan man visa att x; > (1_2‘/5) > (1+2‘/§) , vilket innebar att

av vilket foljer att
log m
M-1< ——=——
= |og (1+2\/§> )

eller, antalet rikningar fér att bestamma sgd (m, n) ar av
storleksordningen O(log(max(m, n))).
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Eulers teorem, bevis

Antag att [xi]n, . .., [Xg(n)| &r de invertibla elementen i Z,. Eftersom

sgd (a,n) = 1 har ocks3 [a], en invers och eftersom [a], - [B]n dr
invertibelt om [a], och ], ar det, dr ocksa [a], - [xj] invertibelt for alla j.
Om nu [a] - [Xj]n = [a]n - [Xk]n 5@ dr

[x1n = [al;t - [aln - [X]n = [a]y ! - [a]n - [Xk]n = [xk]n vilket innebér att
elementen [a], - [x]n, - - - [aln - [Xp(n)]n dr elementen [xi]n, ..., [x4(n)]
eventuellt i en annan ordning. Men produkterna dr de samma, dvs.

[a15N7 D [x], = 02D ([al - [xi]) = N2D [xi] .

Eftersom varje element [x;], ar inverterbart, kan vi dividera bort alla [x;],
och slutresultatet dr att [a]f(") = [1], dvs. mod (a#("), n) = 1.
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En rat linje som en sidoklass

[Rz, +] &r en grupp med origo som identitetselement och inversen av v ar
—v. Antag att u € R?\ {0}. D4 4r H={tu:t € R} en delgrupp i
(R",+) och sidoklassen w + H ar mangden av alla (eller ortsvektorer till)
punkter pa linjen genom w med riktning u.

Kongruensklasser som kvotgrupper
Antag att n > 1. Nu ar [Z,+] en grupp och nZ ={n-j:j€Z} aren
delgrupp i [Z,+] och eftersom addition dr kommutativ a+b=b+a) 3 ar den

en normal delgrupp. Sidoklasserna till nZ, dr kongruensklasserna modulo n
och de bildar kvotgruppen Z/nZ med addition som operation.

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 17 oktober 2013 7 /19

Vad hander i RSA-algortimen om sgd (a, n) # 17

o Eftersom man antar att 0 < a < n sa ar sgd (a, n) # 1 endast da p|a
eller g|la. Anta att pla sd att a=p/ - ¢ dirsgd(c,n) =1

o Nu ar [b%, = [((p - ©)%)]n = [(P¥)Ts - [(c¥)¥]n och eftersom
sgd (¢, n) =1 s3 &r [(c¥)9], = [c]n och det Sterstér att visa att
[[(P¥)]n = [Pln for da &r [b9]n = [Pl - [c]a = [P - cla = [a]n.

o Eftersom q ar ett primtal och p # q s3 ar sgd (p, q) = 1 och darfér
foljer det av enligt Fermats teorem att p9~' =1 (mod q).

o D3 ar ockss pla=D(P—1r =1 (mod q) dvs. pla=D(P—Dr =1 4 sq och
dirfor ockss ptH(a=D(P=1r = p 4 spq dvs. [p'T™"], = [p], vilket
visar att [(p¥)7], = [pls = [a]n-

Algoritmen fungerar alltsd ocksa i detta fall!
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Normala delgrupper och kvotgrupper
Antag att G ar en grupp och att H ar en delgrupp av G.

@ aH = Ha for alla a € G om och endast om axa™! € H fér allaac G
och x € H.
Varfér? Antag att a € G och x € H. Nu géller ax € aH s3 att om
aH = Ha sa finns det ett y € H sa att ax = ya. Men d3 ar
axa—l =y € H. Ifall, § andra sidan, axa ' =y € H s5 d3 4r ax = ya
s3 att aH C Ha. Men om vi tar a—! instéllet for a s3 far vi
a~YH C Ha™! fran vilket det foljer att Ha = aa—'Ha C aHa 'a = aH
ocksa galler.

@ Om aH = Ha fér alla a € G s3 foljer det att om aiH = axH och
biH = byH s3 géller aybiH = ax by H vilket betyder att man definiera
produkten av sidoklasserna aH och bH med (aH)(bH) = abH.

Varfér? Genom att anvinda antagandet aH = Ha flera ganger far vi

alblH = alel = agHbl = azblH = aszH.
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Varfor ar |Gx| - |G| = |G|?

Antag att G ar en andlig grupp. Om H ar en delgrupp av G s3 ar

|H| - m = |G| dar m ar antalet (tex. vanstra) sidoklasser till H. Eftersom
Gy ar en delgrupp av G s3 riacker det att konstruera en bijektion 1) fran
mangden av sidoklasser till Gy till banan Gx.

Definiera 1(gGx) = gx. Om g1 Gy = g» Gy sa galler gz_lgl € Gy s3 att
g2_1g1x = x och darfor galler gi1x = gox sa att + ar val definierad.

Om g1x = gox s géller g{lglx = x s3 att g{lgl € Gy och darfér

g1 Gy = g Gy vilket betyder att v dr en injektion. Om y € Gx s3 finns dett
ett g € G s3 att y = gx och darfor giller y = 1(gGy) vilket betyder att i
ar en surjektion.

v
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Rotationers cykelindex

Permutationen p = (12 ... n) av mangden X ={0,1,2,...,n—1}
genererar den cykliska gruppen (kallad C,) med element e, p, p?, ..., p
dar e ar identitetselementet. Denna permutation p motsvarar rotation med
vinkeln 2% av en reguljir n-hérning.

L3t k € {0 1,2...,n—1}. Forvarje j € Z och x € X ar

n—1

(pk)j(x) = pk'j(x) =mod (x + k - j,n) = mod (x + mod (k - j, n), n).

Nu véljer vi d som minsta méjliga positiva heltal si att mod (k - d, n) = 0.
Detta innebar att for varje x € X giller (pXY(x) # x d5 1 < j < d men
(p¥)¥(x) = x. Detta innebir att varje bana for permutationen har lingden
d och eftersom unionen av banorna dr X s delar d talet n och p* har I
Nésta steg ar att bestamma fér hur manga varden pa k langden av
banorna ar d fér varje d som delar n. Eftersom mod (k - d, n) = 0 sa ar
k-d=j-nochsgd(j,d) =1 eftersom vi annars kunde dividera bort en
gemensamma delaren och fa ett mindre tal d. Eftersom k < n maste vi ha
j<dsidattk=j-75 dir0<j <d ochsgd(j,d)=1. Men om viviljer j
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_ . ° - 1
Varfor &r antalet banor i gruppverkan pa en mangd = > geclXel?

Lat E={[g,x] € G x X : gx = x}. Genom att byta summeringsordning
far vi

El=) HxeX:gx=x}=) HgeG:gx=x}

geiG xeX

sd att 3 el Xel = D xex|Gxl-

Mangden banor betecknar vi med X /G och de dr ekvivalensklasser ndr
ekvivalensrelationen ~ definieras med x ~ y om moch endast om x = gy
fér ndgot g € G. Olika banor har inga gemensamma element och deras
union ar X. Eftersom |Gy| = % och Gx dr banan som innehaller x s3 far
vi pastdendet med foljande rakning:

Sl=-Ylel= ¥ Y-l ¥ o

geG xeX AeX/G xeA AeX/G x€EA
-6l Y o 21—|Gr S 1=[6lIX/6l.
AeX/G xeA AeX/G
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Rotationers cykelindex, forts.

pa detta satt far vi ett tal k mellan 0 och n — 1 vilket betyder att antalet
element p* som ar sddana att banornas lingd &r d &r antalet element i
méangden {j:0<j—1, sgd(j,d) =1} och detta antal ir den sk. eulers
funktion ¢(d).

Cykelindexet blir darfér

1 n
Ccon,(t, to, ..oy tn) = - ;‘P(d)tﬁf
n
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Bevis for Pélyas teorem om antalet fargningar

Antag att Q) 4r en mangd fargningar av X som &r invarianta da G verkar
pa X. D3 ar antalet banor i G:s gruppverkan pa Q) enligt tidigare resultat
ﬁ > geclS| dir Qg ={w € Q: gw=w} dr mingden av firgningar
som dr fixpunkter under verkan av g och dessa ar i sin tur de fiargningar
som &r konstanta p3 varje bana da g verkar pa X. Siledes kan vi rdkna ut
detta antal banor skilt fér varje g € G och sedan addera och till sist
dividera med |G|.

Antag att Ag1,Ag 2, .- Ag,m, ar banorna under verkan av g och lat

sj = |Ag,j|. Nu finns det forstas exakt ett sitt att anvanda firgen aj exakt
s1 ganger for att firga elementen i Ag 1 med fargen a;. Detta kan beskrivas
med (den genererande) funktionen ai* + ...+ ai' s3 att koefficienten afl
dr antalet (som har dr 1). Antag nu att p(ai,...,a,) ar en (genererande)
funktion s3 att koefficienten av monomet ail : ag -...-a' dr antalet sitt ps
vilket mangderna Ag 1,...Ag k kan fargas si att man anvinder fargen a;
exakt i; ganger. Elementen i Ag x 1 kan fargas s3 att man anvander en av
fargerna s, ganger och alla olika val ger upphov till olika fargningar.

v
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Bevis for Pdlyas teorem om antalet fargningar, forts.

For fallet nar man anvéander r farger, dvs. man har inga andra
begrdnsningar pa firgningarna an att mangden farger har r element kan
man g3 tillviga pa samma sitt som ovan och férst konstatera att det
rdcker att rakna ut hur manga fargningar det finns som ar konstanta pa
varje bana som uppstar da ett viss k banor och varje bana skall fargas med
en firg s3 blir det sammanlagt r* olika méjligheter. Om nu g har k banor
s& blir (g x(r,...r) = r¥ och vi visat att pistiendet giller.
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Bevis for Pélyas teorem om antalet fargningar, forts.

Om vi anvénder fargen aq i banan Ag 41 och vill anvanda fargen a; exakt
ij ganger for att farga alla mangderna Ag 1, ... Ag k, Ag k+1 dd maste vi
anvanda firgen a; exakt i; ganger j # q och firgen aq exakt iq — sq ganger
nar vi fargar de férsta banorna Ag 1, ... Ag k. Eftersom banan Ag x11 kan
fargas med a, pa bara ett satt men q kan valjas bland 1,...,r s3 blir
antalet satt pa vilka fargningen kan goras enlit induktionsantagandet

q+1‘...

Zcoeff(p(al, N a{;’:i Py i -al).
q=1

Men detta tal ar detsamma som
coeff(p(ay, ..., ar) - (a2 + ... +a¥),a-...-al),

vilket betyder att induktionssteget fungerar och det forsta delen féljer av
induktionsprincipen.
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Hur besvarligt ar det att hitta " minimiavstandet” mellan tva noder i
en graf

Antag att G = [V, E] dr en sammanhingande graf sa att varje bige e € E
har getts en vikt w(e) > 0 (och w({vj, vk }) = oo ifall {vj, v} ¢ E) och
det géller att hitta en vag [wy, va,. .., vk| mellan tvd givna noder v, och
Vix S3 att Zj’le w({vj_1,v;}) ar sa liten som mojligt.

Ett satt ar att ga genom alla alternativ och vilja det minsta. Om nu

|V| = n och det finns bagar mellan alla alternativ s3 finns det dtminstone

Zfzz ((':’:?))!! > (n — 2)! olika vagar. Det finns naturligtvis manga
situationer dar antalet alternativ ar mycket mindre.

Om man anvander dynamisk optimering och man har raknat ut
optimivirdet for j punkter sa skall man rdkna nya testvarden for hogst

n — j punkter med hégst n — j additioner och lika manga jamférelser och
sedan valja det minsta av testvirdena vilket kraver hégst n — j — 1
jamférelser. Detta innebar att man maste géra hogst

ZJ":_II n—j = %n(n— 1) additioner och

Zf;ll(n —j+n—j—1)=(n—1)? jimférelser. Antalet additioner och
jamforelser for en graf med n noder hér alltss till mangden O(n?).

_4
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Den giriga algoritmen foér ett minimalt uppspannande trad ar optimal
Antag G = (V, E) dr en sammanhingande graf sa att varje bage {vj, vk}
har getts en vikt w({v;, vk}) och antag ocksa att T, = [V, E,| ar ett trad
sa att w(T.) = > .cg, w(e) ar sa liten som méjligt. Med den giriga
algoritmen konstruerar man traden T; = (V;, E;), j=1,...,n (dédr n ar
antalet noder och E; =()). Om E, = E,, s3 &r den giriga algoritmen
optimal och om E, # E, s3 finns det i alla fall ett tal m, 1 < m < n s3 att
En C E.. L4t emi1 = {Um, Vmy1} vara bagen i Epy1 \ Eny dar

Vm+1 € Vi1 \ Vim och Uy € Vi, Om nu epy1 ¢ E. s3 finns det, eftersom
T, ar ett trdd, en vag i T, fran Uy, till vmpy1. En bage {a, b} i denna vag
dr sidan att a € Vi, och b € V1. Om vi nu byter ut {a, b} i E, mot
em+1 Sd dr T, fortfarande ett trid eftersom varje vag som innehdller {a, b}
kan bytas ut mot exakt en vag som innehdller ep, 1. Dessutom gér valet
av emy1 I den giriga algoritmen att w(T,) &tminstone inte vixer pa grund
av bytet.

Darfér kan vi anta att vi ocksa har Ep,1 C E, vilket leder till att E, = E,.
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Nar finns det en fullstindig matchning i en bipartit graf? forts.

Om vi hittar en mingd X C X\ {a} s att |[H(X)| = |X| > 0 s5 kan vi
igen tillimpa induktionsantagandet ps grafen Gy = [X U H(X), E] dir
E={{x,y} e E:xe X,y e H(X)}. Men antagandet "|A| < |H(A)| fér
allaAcC X "Agé'ller ocksa fdr grafen A A

G = [(X\X) U (Y \ HX)) { {x,y} € E:xe X\ X,y € Y\ H(EO Y
for om detta antagande inte galler for Gy och nagon mingd A C X \ X sa
kan det inte gélla fér den ursprungliga grafen G med AU X. Genom att
igen anvénda induktionsantagandet och ta unionen av matcningarna fér
Gi1 och Gy far vi en matchning fér grafen G och eftersom |X| = k + 1 s3
foljer pastaendet av induktionsprincipen.
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Nar finns det en fullstandig matchning i en bipartit graf?

Antag att G = [X U Y, E| ar en bipartit graf med delarna X och Y. Om
ACXIlatHX)={yeY:Ix(xeX&{x,y} € E)}. Om M ar en
fullstindig matchning i G s3 ar |A| < |H(A)| fér alla A C X eftersom
funktionen x € A y dir {x,y} € M &r en injektion enligt definitionen
fér en matchning.

Nu skall vi visa att om |A| < |H(A)| fér alla A C X sa finns det en
fullstandig matchning i G. Detta galler sakert om |X| = 1 och antag nu
att det géller da | X| = k. Om nu |X| = k + 1 sa valjer vi en nod a € X.
Om méjligt, viljer vi i en delmangd X < X \ {a} s3 att |[H(X)| = |X| > 0.
Om detta inte &r méjligt s& vet vi att |H(X)| > |X| + 1 for alla

X c X\ {a} med X # 0. Nu finns det ett b € Y s att {a, b} € E och
villkoret "|A| < |H(A)| fér alla A C X" ar uppfyllt for grafen

[(X\ {2 U (Y \ {61), E\ ({{a.y} v € Y FU{{x,b} : x € X })
eftersom hégst en granne tas bort. Genom att tillampa
induktionsantagandet pd denna graf och lagga till bigen {a, b} far vi en
matchning fér G.

y
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