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% Esimerkki: Henkiltunnus

Jos 11031xA246 K on henkildétunnus, niin mikd on x?
Tassd A tarkoittaa, ettd kyseinen henkilé on syntynyt 2000-/uvulla ja

(© Esimerkki
Pateeké 3 | 5742385242417 eli jakaako 3 luvun 5742385242417 7

Vastaus on kylla koska luvun numeroiden summa - tarkistusmerkki K tarkoittaa, ettd mod (11031x246,31) = 18 ja timéin
S+T7+ 4_"‘_2 +3+8+5+2+4+2+4+1+7 on kolmella jaollinen. tiedon avulla voimme laskea luvun x esimerkiksi ndin:
Mutta miksi tama sdanté patee? Kirjoitamme 11031x246 = 110310246 + x - 1000 jolloin saamme yhtalon
o Kymmenjarjestelmdssa luvulla xpxp—1 ... x1X0 tarkoitetaan lukua
m =, 107 + x,_1 1071 4 . erl 110 + xg - 10°, [18]31 = [11031x246]31 = [110310246]31 + [x]31 - [L000]3;.
o [107]5 = [10]3 = [1]3 = [V]5 = [1]s. Koska mod (110310246, 31) = 1 ja mod (1000, 31) = 8 niin yhtals onkin

o Tdstd seuraa, etta

[18]31 = [1]31 + [x]31 - [8]31
[ml3 = [Xn - 10" 4+ Xxp—1 - 10" + ... + X1 - 10+ xo - 10°]

= [Xn]3 - [10"3 + [Xn—1]3 - [10™ 23 + ... + [xa]3 - [10]3 + [xo]3 - [1]3

= [l + Pa—1ls + - - - + Pxals + als els1 = (1851 — [Us1) - [Blas = [17)s1 - )51 = 6851 = [6]:.

= [X,, +Xp—1+ ...+ X1 —|—X0]3.

josta saamme ratkaisuksi

V.

missi kaytimme tulosta [8]3;" = [4]31, joka seuraa siita ettd
8-4=32=1+31. Koska 0 < x <9 niin x = 6.
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@ W Eukleideen algoritmi

Kun laskemme syt (634,36):n Eukleideen algoritmin avulla saamme
seuraavat tulokset:

634 = 17 - 36 + 22

36=1-22+14
22=1-14+8
14=1-8+6
8=1-6+2
6=3-2+0
Joten syt (634,36) = 2.
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(& Jaollisuustulos

Jos m ja n ovat kokonaislukuja ja p on alkuluku siten, ettd m - n on p:ll3
jaollinen niin joko m tai n on p:lld jaollinen.

Miksi?

Oleta, ettd m ei ole p:lld jaollinen. Silloin patee syt(p, m) =1 koska p on
alkuluku ja Eukleideen laajennetun algoritmin nojalla on olemassa
kokonaislukuja a ja b siten, ettd a- p+ b-m = 1. Kerromme timan
yhtdlén molemmat puolet n:lld ja saamme

n=n-1=n-a-p+b-m-n.

Koska m - n on p:lla jaollinen niin on olemassa kokonaisluku k siten, ettd
m-n=k-p. Tdstsd seuraa, ettd

n=n-a-p+b-k-p=(n-a+b-k)-p,

josta seuraa, ettd n on p:lla jaollinen.

v
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@ J33nnosluokan kainteisalkio

Jos haluamme laskea [23]g7:n niin ensin laskemme syt (67,23):n eli

67 =2-23+21
23=1-21+2
21=10-2+1
2=2-1+0

Jotta voisimme esittaa syt (67,23):n lukujen 67 ja 23 avulla laskemme
takaperin :

syt (67,23) =1=21—-10-2=1-21—10- (23— 1-21)
= -10-23+11-21 = —10-23 + 11 - (67 — 2 - 23)
=11-67—32-23

Tastd seuraa, ettd (—32)-23 =1— 1167 joten (—32)-23 =1 (mod 67)
mikd on yhtapitivda sen kanssa, ettd
[23]57 = [-32]67 = [~32 + 67]67 = [35]67-
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(& Montako laskutoimitusta tarvitaan kun syt (m, n) lasketaan
Eukleideen algoritmilla?

Oletamme, ettd m > n. Eukleideen algoritmissa valitsemme rp = m, n = n
ja sitten laskemme r; ja q; siten, ettd ri_o = qjri_1 + ri kun i > 2 kunnes
rv = 0 ja silloin ry—1 = syt (m, n). Tahan tarvitaan M — 1 jakolaskua.
Meidan pitida siis arvioida miten iso M voi olla ja tata varten valitsemme
x1=1 x=2ja

Xji+2 = Xj+1+ x5, j =1 (*)

Tieddmme, ettd ryy_1 > xq1 ja ry—o > xp koska ryp_o > ry—1. Jos nyt
oletamme, ettd ry_j > x; kun 1 < j < k niin saamme, koska qu—x+1 > 1
etta

M—(k+1) = AM—k+1M—k + IM—k+1 = TM—k + IM—k+1 = Xk +Xk—1 = Xk41-

Induktioperiaatteesta seuraa nyt, ettd ry—; > x; kaikilla j =1,..., M.
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(@ Montako laskutoimitusta tarvitaan kun syt (m, n) lasketaan
Eukleideen algoritmilla? jatk.
Voisimme ratkaista yhtélén (x) mutta on ehkd yksinkertaisempaa osoittaa, © Eulerin lause, todistus
induktion avulla, etts x; > (1+f> kun j > 1 (toteamalla, etts O{etamm(.e.,"etté .[fq],,, <5 [Xg(m] ovat Z/fZ:n a”lkiotjoi//a on ké'é'r'w.t?isalkio
. - eli ovat kdantyvid. Koska syt (a,n) =1 niin myoés [a], on kadntyva ja
(1+f> —2> ( ) _ja ettd koska [, - [B]n on kédantyva jos o], ja [B]a ovat kdantyvia, niin [a], - [xj]
+1- -1 i+ on kaéntyva kaikilla j. Jos nyt [a]n - [xj]n = [a]n - [¥k]n niin
14v6 = (15 j
( ) + (5 ) (% ) ) Ja tisti seuraa, ett [xiln = [al; L - [aln - [xi]n = [a]; - [3ln - [Xk]n = [xc]n josta seuraa, ett
_ alkiot [a]n - [x1]n, - - - [a]n - [Xp(n)|n Ovat samat kuin alkiot [x1]n, . . ., [Xs(n)]
m=ry>xy > (1 +2\/§) , mutta mahdollisesti eri jarjestyksessd. Mutta tulot ovat samat, eli
. , (a7 N bl = NEY ([aln - baln) = NEY ]
Josta seuraa, etti
M—1< % Koska kaikki alkiot [x;], ovat kdantyvid niin voimme supistaa pois kaikki
log (1+ ) [xi]n:t ja lopputulos on, ettd [a]f(") = [1], eli mod (a¥(" n) = 1.
eli tarvitaan O(log(max(m, n))) laskutoimitusta syt (m, n):n laskemiseksi
Eukleideen algoritmin avulla. Tastd seuraa myds, etta [n],}:n laskemiseksi
tarvitaan O(log(m)) laskutoimitusta.
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% Jos p ja q ovat alkulukuja ja p # g niin p(p-q) =(p—1)-(g—1)

¥ RSA-algoritmi
Miksi? Koska p ja q ovat alkulukuja niin joukko - L )
[keZ:0<k<p-q,syt(kp-q)#1} on Jos RSA-algoritmilla ja julkisella avaimella (55,23) haluamme salata
{0}U {q. 2.4 (o ’1) ! L7J (8205, oo (1= 1) o 1) 05 oo @ viestin 9 niin meidan pitii laskea mod (9%3,55). Laskujen nopeuttamiseksi
1+(p —’1) + ’(q —1) alkiota. Kosk7a jOL;kOSSQ {0,1,2,....,p-q—1}onp-q ;c;;ein;r{)ﬁe ZZSi'gzetéé_Z?’ :95624; i—i_ §2+21 9:22;—1f 22 421 +2° joten
alkiota niin ¢(p-q) = p-q— (1+ (p—1)+(g—1)) = (p—1)- (4 —1). =07 97070 =(((97))7- ()7 9%- 9 ja saamme
(& Fermat'n pieni lause mod (9%, 55) = mod (81, 55) — 26,
e alkjuku il =1 67 mod (93,55) = mod (26 - 9,55) = mod (234, 55) = 14
’ mod (9*,55) = mod (262,55) = mod (676, 55) = 16,
-1 _ . —1 . : -1 _
@7 =pl eli mod(@p)=1 eli [&7] =[l | mod (97,55) = mod (16 - 14, 55) = mod (224, 55) = 4
L mod (9, 55) = mod (162, 55) = mod (256, 55) = 36,
(@ Potenssit joukossa Z/pZ kun p on alkuluku d(916 5; d( 362 5; d( 19 g 9L ) — 25
mo = mo = mo — = mo , = 31,
Jos on laskettava mod (a™, p) kun p on alkuluku niin tulos on 0 jos ( - )= ( ) (( )",55) ( )
syt (a, p) # 1 (koska silloin syt (a, p) = p ja p|a koska p on alkuluku) ja mod (97, 55) = mod (31 - 4,55) = mod (124, 55) = 14,
muissa tapauksissa voidaan kayttdd hyviksi tietoa, ettd aP~* =, 1 koska . 3 .
siiti seuraa, ettd a™ =, a™°d (mP=1) miki voi olla helpommin ez et 00) = 16 /
laskettavissa.

y
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@RSA—a.Ig.orltml, il o : . . @ Miksi RSA-algortimi toimii jos syt (a, n) # 17
Jotta voisimme purkaa ldhetettyd viestid 14 meidan tiytyy tietda mika Koska of . . ) )
yksityinen avain on ja koska 55 = 5-11 ja (5 — 1) - (11 — 1) = 40 niin o Koska oletamme, ettd 0 < a < n niin syt (3, n) # 1 ainoastaan jos
meidin tiytyy laskea [23];0 ja saamme vastaukseksi [7]ao koska p|a tai q|_a. Oletamme seuraavaksi, ettd p|a joten a = p’ - ¢ missa
e (8« 7, 410) = el (U1, 48) = 1L, Vil sl on sl (85, 7). Syt(“(’/’) =t TR
Purkamista varten toteamme, ettd 7 =4 + 2 + 1 = 22 + 21 + 20 joten o Nyt [b, = [((P - ))°n = [(PF)}n - [(c¥)9]n ja koska syt (c,n) =1
147 = 14* . 142 - 14 ja saamme niin [(c¥)9], = [c]n ja meidan tiytyy vield osoittaa, ettd
, [[(P*)7]n = [Pl koska silloin [b], = [p}n - [c]n = [P/ - c]n = [a]n.
mod (14, 55) = mod (196, 55) = 31, o Koska q on alkuluku ja p # q niin syt (p,q) =1 ja ndin ollen
mod (143,55) = mod (142 - 14, 55) Fermat'n lauseesta seuraa, ettd [p9—1], = [1]q.
= mod (31 - 14,55) = mod (434, 55) = 49, o Silloin myds [p(a=1P=1r]; = [1]g eli pla~DP=Dr =1+ sq ja kun
kerromme molemmat puolet p:lla saamme
mod (14%,55) = mod (312, 55) = mod (961, 55) = 26, PRI
( , )= ( . )2 ( )= ptt@D(P=1r — p 4 spqg = p + sn. Koska [d], = [K];} niin
mod (147, 55) = mod (14" - 147 - 14,55) = mod (26 - 49, 55) k-d=1+mr=1+ (p—1)(q—1)r ja niin ollen
= mod (26 - (—6),55) = mod (—156, 55) = 9, [(p¥)9], = [p*H (@ DP=1r] = [p], ja algoritmi toimii siis myds tdssa
tapauksessa!
joten mod (147,55) = 9. ’
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(& Esimerkki: Isomorfismi
_ _ _ Jos 1p(x) = log(x) niin v : (0,00) — R on isomorfismi kun laskutoimitus
% Esimerkkeja ryhmista [G,e] Joukossa G; = (0,00) on kertolasku ja laskutoimitus joukossa G, = R on
o G =7 ja e =+ jolloin neutraalialkio on O ja n:n kdidnteisalkio on —n. yhteenlasku, eli [G1, e1] = [(0,00), ] ja [G2, ®2] = [R, +]. )
o G =R\ {0} ja e = eli tavallinen kertolasku jolloin neutraalialkio on
1 ja x:n kiinteisalkio on x~! eli X (& Esimerkki: Syklinen ryhmai
o G=1Z/7Z\ {[0]7} ja e on jiddnnésluokkien kertolasku. Ryhméa [Z /77 \ {[0]7}, -] on syklinen ryhm& koska jos a = [3]7 niin
—{A- — - _— a? = [2]7, a® = [6]7, a* = [4]7, a° = [B]7 ja a® = a° = [1]7. Jadnnédsluokka
o G={A:Aonnx n-matriisi jadet(A) # 0} ja e on matriisien 7 7 7 7J 7

kertolasku. Neutraalialkio on yksikkématriisi ja kdznteeisalkio on [2]7 generoi syklisen aliryhman [{[2]7, [4]7, [1]7}, ].

kdanteismatriisi. Tdma ryhma ei ole kommutatiivinen kun n > 2.
G = {f: f on bijektio: X — X } ja e = o eli funktioiden ©@ Esimerkki: Sivuluokka

yhdistiminen. Tama ei ole kommutatiivinen ryhmé jos |X| > 3. Jos G =R? = {(x,y) : x,y € R} ja laskutoimitus on yhteenlasku

’ (x1, 1) + (x2,¥2) = (x1 + x2, y1 + y2) niin { (t,2-t): t € R} on ryhman
[G, +] aliryhm3 ja sen sivuluokat ovat joukot { (u+t,v+2-t):teR}
missd (u,v) € G eli suoran y = 2x suuntaisten suorien pistejoukot.

©
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@ Jaannosluokat tekijaryhmina

Jos n> 1 niinnZ ={n-j:j€Z} onryhmin [Z,+] aliryhma ja koska
yhteenlasku on kommutatiivinen laskutoimitus +b=b+a) niin nZ on
normaali aliryhma. Aliryhman nZ sivuluokat ovat jdannésluokat modulo n
Ja ne muodostavat tekijaryhmén 7 /nZ missa laskutoimitus on
yhteenlasku.
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© Esimerkki:G,, Gx ja X,

Olkoon X = {1,2,3,4} ja G seuraava joukon X permutaatioryhma:
G =1{(1),(12),(34),(12)(34)}. Jos nyt a on permutaatio (12) ja x on
alkio 3 niin kiinnittdjdaliryhma Gy on

Gy={aeG:ax=x}={(1),(12)},

rata Gx on
Gx = {3,3,4,4} = {3,4},

ja kiintopistejoukko X; on

Xo={xeX:ax=x}={3,4}.

Téassa tapauksessa tulos |G| = |Gx| - | Gx| ei sano muuta kuin, ettd
4=2.2. )
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@ Permutaatiot ja syklinotaatio
Funktio a on joukon A ={1,2,3,4,5,6,7} permutaatio
(123 4567

““241357%6)
missa siis tamd merkintitapa tarkoittaa, ettd esim. o(1) = 2 ja a(4) = 3.
Nyt ndemme, etti 1 — 2 — 43— 1 (eli a(1) =2, a(2) = 4 jne.) ja
tdstd saamme syklin (1 2 4 3) joka siis on permutaatio 31 jolle patee
ﬂl(l) = 2, ,81(2) = 4-, ﬂ1(4) = 3, ,81(3) =1 ja 5(X) = x kaikilla
x € {5,6,7}. Koska a(5) = 5 saamme syklin B> = (5) jolle siis f2(x) = x

kaikilla x € A. Lopuksi ndemme, ettd 6 — 7 — 6 joten saamme syklin
B3 = (6 7). Syklinotaatiolla voimme nyt kirjoittaa

a=ppBs=(1 2 4 3)(6 7),

koska 3o on identiteettifunktio. Mutta on myds muita esitystapoja syklien
tuloina, esim. o = (7 6) (4 31 2).

Joukot A1 ={1,2,4,3}, A> = {5} ja A3 = {6,7} ovat permutaation radat
koska UleAj =A ANAc=0kunj#k, a(Aj) =Aj, j=1,2,3 eikd
16ydy pienempid joukkoja, joilla olisi nama ominaisuudet.
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@ Miksi |G| - |Gx| = |G|?

Oletamme, ettd G on dérellinen ryhma. Jos H on G:n aliryhm3 niin

|H| - m = |G| missa m on H:n (esim. vasempien) sivuluokkien lukumadara
(koska kaikissa sivuluokissa on yhtd monta alkiota kuin H:ssa ja niiden
unioni on G ). Koska Gy on G:n aliryhma niin valitsemme H = Gy ja
konstruoimme bijektion 1) aliryhman Gy sivuluokkien joukosta rataan Gx
Jolloin osoitamme, ettd m = |Gx| josta seuraa, ettd |G| = |Gy| - | Gx|.
Maarittelemme 1 (aGy) = ax. Jos a1 Gx = ax Gy niin patee 32_131 € Gy
joten a;lalx = x eli a;x = axx joten ¢ on hyvin maaritelty.

Jos a1 x = apx niin patee aglalx = Xx joten a;lal € Gy, josta seuraa, ettd
a1Gx = a» Gy eli 1) on injektio.

Jos y € Gx niin on olemassa a € G siten, ettd y = ax ja silloin

y = 1 (aGy) josta seuraa, ettd ¢ on surjektio.
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% Esimerkki: Sykli-indeksi

Olkoon G ryhmd, joka muodostuu kaikista alla olevan verkon solmujen
permutaatiosta f siten, etta jos solmujen a ja b valilla on kaari, niin myds
solmujen f(a) ja f(b) vélilld on kaari.

Koska solmuilla 3 ja 4 on 3 naapuria niin joko f(3) = 3 ja f(4) = 4 tai
f(3) =4 ja f(4) = 3. Solmut 1 ja 2 kuvautuvat solmun f(3) naapureille ja
samoin solmut 5 ja 6 kuvautuvat solmun f(4) naapureille.

Nain ollen kyseiset permutaatiot ovat: (1), (12), (56), (12)(5 6),
(34)(15)(26), (34)(16)(25), (34)(1526) ja(34)(1625).
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| Xa]?

= oMo o cear en . o__.o 1
@ Miksi ratojen lukumaira ryhmin toiminnassa on 16l > s

Olkoon E = {[a,x] € G x X : ax = x }. Summeerausjarjestysta
vaihtamalla saamme

|E| :Z‘{XGX:ax:x}‘ =
acG

xeX

joten 3l Xal =, cx|Gxl-

Merkitsemme ratojen joukkoa X /G:lld ja ne ovat ekvivalenssiluokkia kun
ekvivalenssirelaatio ~ on x ~ y jos ja vain jos x = ay jollain a € G. Eri
radoilla ei ole yhteisiéi alkioita ja ratojen unioni on X eli X = Upex/cA.

Koska |G| = |GX| Jja Gx on rata, johon alkio x kuuluu niin saamme
vditteemme seuraavan laskun avulla:

DIXal="1Gd= D DlGd= > Z||(§<|‘

acG xeX AEX /G xEA AEX /G xEA
16 zz‘ 6l Y mXi-lol X 1-i6lx/al
AEX /G x€EA AGX/G xEA AeX/G
1 hubtita 2005 23 /46

% Esimerkki: Sykli-indeksi

Seuraavaksi on laskettava niiden permutaatioiden ratojen pituudet:

(1): 6 rataa, joissa on 1 alkio.
(12),(56): 4 rataa, joissa on 1 alkio,
1 rata, jossa on 2 alkiota.
(12)(56) : 2 rataa, joissa on 1 alkio,
2 rataa, joissa on 2 alkiota.
(34)(15)(26),(34)(16)(25): 3 rataa, joissa on 2 alkiota.
(34)(1526),(34)(1625): 1 rata, jossa on 2 alkiota,

1 rata, jossa on 4 alkiota.

Naéin ollen sykli-indeksi tulee olemaan

1
Cox(ti, to, t3, tg) = g(tlﬁ + t213 + 2ty 4+ 285 + 2t2t4>

v
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& Esimerkki: Permutaation toiminta varityksill

Alla olevan verkon solmut on viritetty viritykselld wy missd w(1) = p,
wo(2) = v, wo(3) = p, wo(4) = v, wo(5) = v ja wo(6) = p:

Jos a on solmujen permutaatio, niin a:n toiminta varitykselld wy on
méaritelmadn mukaan awo(y) = wo(a~1(y)). Jos esimerkiksi
a=(34)(1526) niin a~1 = (34)(1625) jolloin

al(1)=6,a1(2)=5a13)=4,a 1(4)=3,a1(5)=1,a1(6) =2,

ja ndin ollen véritykset awg, a’wq ja awy ndyttavat seuraavanlaisilta:

Ehatil adiatil S
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@ Esimerkki: Permutaation toiminta varityksill3, jatk.

Jos otamme huomioon muutkin ryhmdan G kuuluvat permutaatiot, jotka
sdilyttavat naapurit naapureina saamme 4 varitystd lisda, jotka ovat
ekvivalentteja alkuperaisen wg:n kanssa.

Tassd tapauksessa ei ole kovin hankalaa 16ytda kaikki ne 5 varitysta, jotka
eivat ole ekvivalentteja ja joissa on 3 punaista ja 3 valkoista solmua mutta
seuraavaksi maaritimme timan lukumaéran toisella tavalla:

Burnsiden lemman nojalla ratojen lukumaard ryhméan G toiminnassa
Joukossa X on |—(1;| Y oacclXal missda X ={we X:aw=w}. Tissa
tapauksessa X on verkon solmujen viritykset w, jotka vdrittivat kolme
solmua punaiseksi ja kolme valkoiseksi.

Jos nyt a on permutaatio (3 4)(15 2 6) niin X, = () koska ehdosta aw = w
seuraa, ettd w saa saman arvon radan {3,4} solmuilla ja saman arvon
radan {1,5,2,6} solmuilla ja tdm& on mahdotonta jos vaaditaan, ettd
solmuista kolme ovat punaisia ja kolme valkoisia. Taman permutaation
sykli-indeksi on tots ja jos tr:n paikalle sijoitetaan p?> + v ja t4:n paikalle
p* + t* saadaan polynomi (p? + v?)(p* + t*) ja tissd polynomissa ei ole
yhtaan p3v3-termii eli p>v3:n kerroin on 0.

v
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% 4-kulmion symmetriat

Olkoon X = {0,1,2,3}. Koska joukossa X on 4 alkiota
niin on olemassa 4! = 24 joukon X permutaatiota.

Mutta jos X:n alkiot ovat vasemmalla olevan
a.a verkon solmut ja jos vaadimme permutaatiolta «, ettd
Jjos x ja y ovat naapureita, eli niiden valilldi on kaari,
niin myds a(x) ja a(y) ovat naapureita (eli vaadimme,
ettd « on verkko-isomorfismi) niin tilanne muuttuu.
Tassd tapauksessa O voi kuvautua mille tahansa solmulle 0, 1, 2 tai 3.
Mutta a(1):n on oltava a(0):n naapuri josta seuraa, etta
a(1) = mod («(0) + 1,4) tai mod (a(0) — 1,4). Koska c(2) ei saa olla
a(0):n naapuri niin «(2) = mod («(0) + 2,4) ja samoin
a(3) = mod («(1) + 2,4).
Meilld on siis seuraavat permutaatiot syklinotaatiolla: (0)(1 )( )(3)
(0)(13)(2), (0123), (01)(23), (02)(13), (02)(1)(3), (0321) ja
(0 3)(1 2) joista 4 ovat rotaatioita ja 4 peilauksia.
Néiden permutaatioiden muodostama ryhma on ns. diedriryhma ja sitd
merkitdan Dy:lla.
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@ Esimerkki: Permutaation toiminta varityksill3, jatk.

Jos sen sijaan tarkastelemme permutaatiota a> = (1 2)(6 5) niin silloin
esimerkiksi seuraavat varitykset kuuluvat joukkoon X,» koska vaatimus on
nyt, etta ratojen {1,2}, {5,6}, {3} ja {4} alkiot saavat saman vérin:

Naiden varitysten lisdksi kiintopistejoukkoon X2 kuuluu 2 muuta véritystd
jolloin | X,2| = 4. Permutaation a® sykli-indeksi on t?t3 joten tdssakin
tapauksessa | X,2| tulee olemaan termin p 3v3 kerroin polynomissa
(p+v)3(p +v) =vO 4 2p VP +3p2vA+4p3vi43ptvi42p° v pl.
Ryhman G sykli-indeksi on

Co vt to, ta) = %(tlﬁ + 265 + 2t} + 23 + 2t2t4> ja termin p3v3
kerroin polynomissa (¢ v(p + v, p? + v2, p* + v*) on

1 40

o 2224'174!122
8(3' g t22+ <3, +3!'1!‘>+ 0+ 0> - =5

v
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@ 4-kulmion symmetriat, jatk.

Seuraavaksi kdytamme Pdélyan lausetta laskemaan monellako tavalla
voimme varittdd solmut niin, ettd yksi on musta, yksi valkoinen ja kaksi
punaista. Lisdksi pidimme kaksi varitystd samanlaisina jos rotaatiolla
Ja/tai peilauksella saadaan toinen toisesta. T&ta varten meidan pitaa ensin
laskea ryhman Dy sykli-indeksi joka saadaan permutaatioiden '
sykli-indeksien keskiarvona ja permutaation sykli-indeksi on tf tél ...t jos
permutaatiolla on jy rataa, joiden pituus on k, k = 1,2 ..., n. Tassid
tapauksessa sykli-indeksiksi tulee

1
(pox(ti o ta ts) = (i + i+ ta+ 5+ 5 + it + ta+ 15 ).
’ 8

Erilaisten viritysten lukumaérd on nyt termin mvp? kerroin polynomissa
Cpyx(s+v+rs?+vi+r? s34+ v+ t3,s* + v + r*) eli polynomissa

1 1 3 1
g stV 7 (mvapl(mP v +p?)+2 (m?+v2 40724 2 (m v +p)

ja se on
1 4! 1
- 2+0+0=2.
8 1!.-1!. 2'
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@ Pélyan lause ja ristinolla

Meilld on 3 x 3-ruudukko ja olemme kirjoittaneet 2:een ruutuun x:n, 2:een
o:n ja 5 ruutua ovat tyhjind. Tama on tehtavissa (27375) = 756:/la eri
tavalla jos paperi pidetdan paikallaan. Mutta jos voimme kiertda paperia
kulman 0, 7, 7 tai 37” verran keskipisteen ympdari niin naiden vaihtoehtojen
lukumdaara pienenee ja jotta voisimme systemaattisella tavalla selvittds
montako vaihtoehtoa meilla silloin on niin meidan pitda ensin selvittia
miten 5 kulman rotaation generoima ryhma toimii ruudukolla ja erityisesti
mikad on tdmdan toiminnan sykli-indeksi. Eli meidan pitdd maarittda
erilaisten ratojen pituudet. Tulokset ovat seuraavanlaiset:
Identiteettifunktiolla (rotaatio 0) on 9 rataa, joihin kaikkiin kuuluu 1 ruutu.
Kierrolla kulman 5 verran on 2 rataa, joilla molemmilla on 4 ruutua
(toinen sisaltdd kulmaruudut, toinen niiden valilla olevat ruudut) ja 1 rata
Johon kuuluu 1 ruutu (ruutu keskelld). Sama patee jos kierretdan kulman
37” verran.

Jos kiertokulma on m niin saamme 4 rataa, joilla molemmilla on 2 ruutua
(vastakkaiset kulmat ja vastakkaiset ruudut niiden valilli) 1 rata johon

kuuluu 1 ruutu.

W
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(@ Verkko paitdsprosessin kuvaajana

Meilld on nelja kolikkoa, joista tiedimme ettid yksi on vadrennetty, niin
ettd sen paino poikkeaa muiden painosta mutta emme tiedd onko se
painavampi vai kevyempi kuin muut. Meilld on varsivaaka, jonka avulla
voimme mdadrittdd onko kahdella kolikolla (tai kolikkoparilla, jne.) sama
paino vai ei. Seuraava verkko, joka on puu, kuvaa menetelman jolla voi
paatelldi mika kolikoista k;, j = 1,2,3,4, on vadrennetty:
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@ Pdlyan lause ja ristinolla, jatk.
Sykli-indeksiksi saamme ndin ollen

1
Cox(ti,to, ... to) = 2 (] + 20187 + t1t3) .

Jotta voisimme laskea ei-ekvivalenttien "véritysten” lukumaaria
korvaamme muuttujan t; lausekkeella x) + ol + t/ ja silloin termin x?0%t°
kerroin on ei-ekvivalenttien "véritysten” lukumaard kun meilla 2 kappaletta
X, 2 kappaletta o, ja 5 kappaletta t. Tiksi kertoimeksi tulee

1 9 4 1
4 <<2,2,5> * <1,1,2) +0> = 1(756+ 12) = 192.

(Huomaa, ettei lausekkeesta (x + o + t)(x* + o* + t*)? tule yhtian
x202t5-termia.)
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@ Verkko on kaksijakoinen jos ja vain jos sen kromaattinen luku on
korkeintaan 2

Jos kromaattinen luku on O niin verkossa ei ole yhtddn solmua ja jos se on
1 niin verkossa ei ole yhtddn kaarta joten ndista tapauksista ei tarvitse
valittia.

Jos verkko [X U Y, E] on kaksijakoinen niin voimme vdrittdd joukon X
solmut varilld a ja joukon Y solmut viérilld b, josta seuraa, ettd
kromaattinen luku on korkeintaan 2.

Jos kromaattinen luku on 2, jaw : V — {a, b} on solmujen viritys
kahdella varilld niin voimme valita X ={v e V :w(v)=a} ja

Y ={veV:w(v)=>b}. Ehdosta {x,y} € E — w(x) # wy seuraa, nyt,
ettd jos {x,y} € E eli jos solmujen x ja y vililld on kaari, niin joko x € X
jayeY taixeyY jay e X josta seuraa, ettd verkko on kaksijakoinen

(koska {x,y} = {y, x}).
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% Naapurimatriisi
Verkon
@ @ N
e“e“e 10100
naapurimatriision A= (1 1 0 1 1
0 0101
00110
Nyt
2 1 111 2 35 2 2
1 2111 3 25 22
AP=111 411 ja A= |55 4 5 5|,
11121 2 25 2 3
1111 2 2 2 5 3 2
Jja matriisin A% alkio (A3)(1,2) = 3 kertoo, ettd solmusta 1 on kolme
polkua solmuun 2, joiden pituus on 3 eli [1,3,1,2], [1,2,1,2] ja [1,2,3,2].
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& Isomorfiset verkot, jatk.
Ovatko alla olevat verkot isomorfiset?

o
e‘!e

Molemmissa verkoissa on kaksi solmua, joilla on kolme naapuria, eli solmut
2 ja 4 ja solmut c ja e. Jos verkot ovat isomorfiset niin isomorfismi voisi
olla sellainen, ettd 1(2) = c ja 1(4) = e (tai painvastoin). Koska solmu 1
on sekd solmun 2 ja solmun 4 naapuri ja samoin solmu d on sekd solmun
c ettd solmun e naapuri taytyy olla (1) = d. Jaljelld olevista solmuista
solmu 3 on solmun 2 muttei solmun 4 naapuri ja solmu b on solmun c
muttei solmun e naapuri, joten 1)(3) = b jolloin tiytyy olla 1(5) = a. Néin
mddritelty funktio 1) on isomorfismi ja verkot ovat isomorfiset.

v
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% lsomorfiset verkot
Ovatko alla olevat verkot isomorfiset?

Molemmissa verkoissa on 4 solmua, joilla on 3 naapuria ja 2 joilla on 2
naapuria, joten tastd emme voi paitelld etteivit verkot olisivat isomorfiset.
Sensijaan vasemmanpuoleisessa verkossa ei ole yhtaan syklid, jonka pituus
olisi 3 mutta sellaisia on oikeanpuoleisessa verkossa. Tasta seuraa, etteivat
verkot voi olla isomorfiset.

v
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& Ahne viritys

Tehtadvdnd on maarittas jokin alla olevan verkon solmujen vaéritys:

v
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& Ahne viritys, jatk.

Ahneen viéritysalgoritmin mukaisesti toimimme seuraavalla tavalla: @ Minimaalinen virittdva puu ja Primin ahne algoritmi
Jarjestimme solmut ja viérit jollain tavalla ja kiymme lapi solmut
jarjestyksessa ja annamme jokaiselle solmulle ensimmaisen mahdollisen
vdrin joka siis ei ole sama kuin sen jollekin naapurille jo annettu vari.

Jos vdrit ovat a, b, c, ... ja otamme solmut jirjestyksessd 1,2,3,4...,16 o o .
niin varitykseksi tulee: o Primin ahneella algoritmilla konstruoimme puut T; = [V, Ej],

j=1,...,n(missi |V1| =1, |V|=nja E; =0).
o Jos E, = E,, niin tdma algoritmi on optimaalinen ja jos E, # E, niin

o [V, E] yhtenainen verkko, jossa jokaiselle kaarelle {v;, vk} on annettu
paino w({v;, vk}) ja T. = [V, E.] on puu siten, ettd
w(T.) = > .ce. w(e) on mahdollisimman pieni.

Solmu| 112|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12|13| 14| 15| 16

Vari |alala|b|b|b|c|lc|b|lc|b]a]c|a]|b]a on olemassa suurin luku m, 1 < m < n siten, ettd E,, C E,. Olkoon
.. . . . X, € E E,, missixe V,jay eV, V., jolloin siis
Jos sen sijaan otamme solmut jérjestyksessd 9,10, ...,15,16,1,2,7,8 niin }x i{ ¢ EmH \ Em mjay € Vi1 \ Vi J
9 * -

varitykseksi tulee
o On olemassa polku verkossa T, solmusta x solmuun y (koska T, on

Solmu| 9| 10| 11 | 12| 13|14 | 15|16 |1|2|3|4|5|6| 7|8 puu). Tahan polkuun sisaltyy kaari {a, b} siten, etti a € Vp, ja
Viri lal bl al bl al bl alblbplalblalblalpla b e V\ Vp,. Jos nyt vaihdamme T,:n kaaren {a, b} kaareksi {x,y}
niin uusi verkko T, on myds puu.

Naéin ollen pienin mahdollinen virien lukumaara eli verkon kromaattinen
luku on 2 koska se ei voi olla 1 jos verkossa on ainakin yksi kaari.

v
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@ Minimaalinen virittdva puu ja Primin ahne algoritmi, jatk. ©Minimaalinen virittdva puu ja Kruskalin ahne algoritmi

o [V, E] on yhtenainen verkko, jossa jokaiselle kaarelle {v;, vi} on
annettu paino w({vj, vi}) ja T. = [V, E] on puu siten, ettd
w(T.) = > cce, w(e) on mahdollisimman pieni.

o Kruskalin ahneella algoritmilla konstruoimme metsat F; = [V, Ej],
j=1,...,n

o Konstruktion mukaisesti F, on metsa. Jos F, ei ole puu niin on
olemassa solmut a ja b niin ettei niiden valilld ole polku verkossa F,,.
Mutta verkossa [V, E] on olemassa polku [vg, v, ..., vk] missd vo = a
Ja vk = b. Olkoon j pienin luku, siten, ettd solmujen vj_y ja v; valilld
ei ole polku verkossa F, eika erityisesti {vj_1,v;} € E,. (Jos sellainen
pari ei l6ydy niin solmujen a ja b vililld on polku.) Nyt voimme lisatd
kaaren {vj_1,v;} joukkoon E,, ettd [V, E, U {{vj_1,v;}} edelleen on
metsd koska muuten solmujen v;_1 ja v; valilla olisi jo kaari verkossa

‘ Fn. Néin ollen algoritmi antaa varmasti tulokseksi puun.

o Lisiksi algoritmin mukainen {x, y}:n valinta takaa etta
w(Tw) < w(T,) Tasts seuraa, ettd meilld on optimaalinen puu
[V, E..] siten, ettd Epi1 C E.. josta, tarvittaessa toistamalla titd
paéttelya, seuraa, ettd E, on optimaalinen virittdva puu.
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G. Gripenberg (Aalto-yliopisto)

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto)

@ Minimaalinen virittdva puu ja Kruskalin ahne algoritmi, jatk.

o Jos E, = E, niin tima algoritmi on optimaalinen ja jos E. # E, niin
on olemassa suurin luku m, 1 < m < n siten, etta E,, C E, ja jos
{x,y} € Emy1\ Em niin {x,y} ¢ E..

o Puussa T, on olemassa polku solmusta x solmuun y. Koska F,, on
puu ja {x,y} & E. niin tdhan polkuun sisiltyy kaari {a, b} siten, ettd
{a,b} ¢ E,. Jos E.. = EU{x,y}\ {a, b} niin [V, E..] on myés puu
Ja koska T, oli optimaalinen niin patee w({x,y}) > w({a, b}). Koska
otimme kaaren {x, y} mukaan joukkoon E, .1 , vaikka {a, b} olisi
ollut mahdollinen valinta koska E, U {{a, b}} C E, josta seuraa, ettd
myés [V, E,, U{{a, b}}] on metsd, niin tiytyy olla
w({x,y}) =w({a, b}) eli Ty ja Emi1 C Ew on myés optimaalinen
puu. Toistamalla tarvittaessa tita paattelya voimme todeta, etti F,
on optimaalinen puu.
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Miksi dynaaminen optimointi toimii kun haemme
"minimietaisyyksia" 7 jatk.
o Nyt joko s(vjt1) = tj+1(vj+1) ja induktioaskel toimii tai
s(vjit1) < tjy1(vj+1) ja meidan pitdd osoittaa, ettd jalkimmainen
vaihtoehto johtaa ristiriitaan.
o Jos s(vj11) < tiy1(vjs1) niin on olemassa polku [V, V1, ..., V] siten
o~ ~ o k ~ ~
etta o = vo, vk = Vi1 ja » ;g w({Vi—1, ¥i}) < tjip1(vjq1).
o Silloin on olemassa suurin indeksi ip < k siten, etta V;, € V; jolloin siis
Vip+1 € V\ 'V, ja funktion tj,1 maaritelmasta ja oletuksesta w(e) > 0
seuraa, etta

s(Vig) + w{Vigs Vig+1}) > tit1(Vig+1) = tir1(vjr1)
io+1

k
>y w({Tion, UY) 2 Y w{Tioa, U) > s(%) + w({, Vier1})
i=1

i=1

Jjoka on ristiriita. Nain ollen s(vj11) = tjy1(vjt1), voimme valita
Viy1 = VjU{vjq1} ja induktio toimii.

4
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@ Miksi dynaaminen optimointi toimii kun haemme
"minimietaisyyksia" ?
o Maiarittelemme funktion s kaavalla
s(v) = min{zjl-‘:1 w({vj-1,vj} : [vo,v1, ..., vk] on polku solmusta vo
solmuun vy = v} kun v # vy ja s(v) = 0.
o Valitsemme Vo = {w}, V_1 =0 ja mairittelemme testiarvot
to(v) = oo kaikilla v € V \ {w}. Jos j > 0 ja tunnemme funktion s
arvot joukon V; solmuissa ja testifunktion
ti(v) = minyrey,_, (s(v') + w({V', v}) arvot kaikissa muissa solmuissa
niin meidan pitda laskea uusi testifunktio ja lisatd joukkoon V;
seuraava piste.
o Koska méaarittelemme tj,1(v) = min,cv.(s(v') + w({V', v}),
v e V\V,, niin tiz1(v) = tj(v) jos v ei ole viimeksi lisityn solmun v;
naapuri joten meidan taytyy ainoastaan laskea
a(v) = min{t(v), s(;) + w({vj, v})} kun v € V\ Vj on vi:n
naapuri. Sitten valitsemme solmun vj1 joukosta V \ V; siten ettd
tit1(vj+1) = minyew\y; tipa(v).

4
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@ Miten hankalaa on " minimietiisyyksien” [dytiminen verkossa?

o Oletamme, etti G = [V, E] on yhtendinen verkko, jossa jokaiselle
kaarelle e € E on annettu paino w(e) > 0 (ja w({vj, vk}) = oo jos
{vj, v} ¢ E) ja tehtavana on I6ytaa polku [vo, vi, ..., vik] kahden
annetun solmun vy, ja v, valilld siten, ettd Zle w({vj_1,vj})on
mahdollisimman pieni.

o Jos |V| = n ja kaikkien solmujen vililld on kaari niin on olemassa
> o % > (n — 2)! eri vaihtoehtoa mutta yleensa vaihtoehtojen
lukumaara on kuitenkin paljon pienempi.

o Jos kaytimme dynaamista optimointia ja olemme laskeneet
optimiarvon j:ssd pisteessd niin meidan pitdi laskea korkeintaan n — j
uutta testiarvoa kiyttden korkeintaan n — j yhteenlaskua ja yhta
monta vertailua ja sitten valita pienin mika vaatii korkeintaan

n—j—1 vertailua.

o Nain ollen meidédn pitda laskea korkeintaan Z}';ll(n —j)=43n(n-1)
yhteenlaskua ja tehda Zjnz_ll(n —j+n—j—1)=(n—1)? vertailua.

Yhteenlaskujen ja vertailujen lukumairit ovat siis joukossa O(n?).
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@ Milloin kaksijakoisessa verkossa on tiydellinen pariutus? @ Milloin kaksijakoisessa verkossa on tiydellinen pariutus? jatk.

Oletamme, ettd G = [X U Y, E] on kaksijakoinen verkko ja o Jos |H(X)| = |X| > 0ja X c X\ {a} niin induktio-oletuksen nojalla
H(A)={y € Y :3x(x € Aawo {x,y} € E)} kun A C X (jolloin siis on olemassa taydellinen pariutus M, verkossa G, = [X UH(X), E]
H(A) on A:n solmujen naapureiden joukko). missi E = {{x,y} € E:x e X,y € H(X) }. Mutta oletus
o Jos M on verkon tiydellinen pariutus verkossa niin |A| < |H(A)| "|Al < |H(A)| kaikilla A C X" pétee my6s verkossa
kaikilla A C X koska x € Ay € H(A) missi {x,y} € M on G = [(X\X)U(Y\HX)), {{x,y} € E:xe X\ X,y € Y\H( )H
injektio pariutuksen maaritelman nojalla. koska jos tdma ehto ei ole voimassa jollakin Joukolle AcCX \ X niin

se ei voi olla voimassa verkossa G joukolla AU X koska |H(X)| = |X|.
Induktio-oletuksesta seuraa taas, ettd verkossa G on taydellinen
pariutus My ja My U My on taydellinen pariutus verkossa G.

o Jos [H(X)| > |X| +1 kaikilla X € X \ {a} siten, ettdi X # (). Koska

o Seuraavaksi osoitamme, ettd jos |A| < |H(A)| kaikilla A C X niin on
olemassa verkon tdydellinen pariutus. Nain on varmasti jos |X| =1 ja
oletamme nyt, ettd vaite patee myds kun 1 < |X| < k ja k > 1.

o Jos |X| = k + 1 niin valitsemme solmun a € X ja mikdli mahdollista

valitsemme osajoukon X C X \ {a} siten, ettd |H(X)| = |X| > 0. 1= [{a}| < [H({a})| niin Ioytyy b € Y siten, ettad {a, b} € E ja

Néin ollen meilla on kaksi tapausta riippuen siitd I6ytyyké téllainen vo{mme valita My = {{a, b}}. Ehto " (A)| kaikilla A C X" on
Jjoukko vai onko niin, etta |H(X)| > |X| 41 kaikilla X < X \ {a} kun voimassa verkossa

%20 G = [(X\ U\ {5)), E\({{ary} 1y € YJU{{x.6) : x € X })]

koska korkeintaan yksi naapuri on poistettu. Induktio-oletuksen
nojalla verkossa G on taydellinen pariutus Mo ja My U M, on taas
. tdydellinen pariutus verkossa G.

y
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o Jos pystymme osoittamaan, ettd molemmissa tapauksissa 16ytyy
tdydellinen pariutus, niin véite seuraa induktioperiaatteen nojalla.
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