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© Miksi joukko-oppi ei ole niin yksinkertaista kuin miltd niytt33?
Niin kauan kun tarkasteltavissa joukoissa on vain aarellisen monta alkiota,

kuten joukossa {1,3,4,7}, ongelmia ei juuri esiinny mutta klassinen
vastaesimerkki on ns. Russellin paradoksi: Maaritellian

A={x:x¢x}.

Jos A € A niin x ¢ x ei pade kun x on A ja A:n maaritelman mukaan

A & A ja olemme saaneet aikaan ristiriidan. Jos sen sijaan A ¢ A niin ehto
x & x on voimassa kun x on A joten A € A ja taas tuloksena on ristiriita.
Vastaavanlaisia ongelmia syntyy jos sanomme " Tama on valhe” tai jos
puhumme " parturista, joka leikkaa hiukset kaikilta niilta, jotka eivait itse
leikkaa hiuksiaan” .
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@ Joukot ja implikaatiot

Olkoon A={1,2,3,4}, B=1{0,3,4} ja

C = { x : x on kokonaisluku > 2}. Mitka seuraavista vditteistd ovat
tosia?

(a) x€ AN C — x € B kaikilla x?

(b)) ACB— CCA?

(c) On olemassa y € C siten, ettei pidey € B — y € A?

(d) y¢ B—y ¢ A kaikillay € C?

Vastaus: (a) Koska AN C ={2,3,4} niin pitee 2 € AN C mutta koska
2 ¢ B niin tim3 viite ei pade (ja vaite sanoo, ettda AN C C B).

(b) Koska 2 € A mutta 2 ¢ B niin ei pdde A C B ja ndin ollen implikaatio
ACB — C C A on tosi.

(c) Viite y € B — y € A ei pade jos ja vain josy € B jay ¢ A eli

y € B\ A= {0} ja0 ¢ C joten viite on epatosi.

(d) Tama viite on epitosi koska esim. 2 € C ja 2 ¢ B mutta 2 € A joten
2 ¢ A on epdtosi. Toisella

v
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(& Paattelysaannot ja todistukset logiikassa

Todistus on lista lauseista joissa jokainen lause on joko aksiomi (eli
oletetaan olevan tosi) tai johdettu aikaisemmista lauseista
paattelysaantéjen avulla. Esimerkiksi ns. modus ponens eli

X

X —y

y
on tarkea paattelysddnté ja perustuu siihen, ettd (x ano (x — y)) — y on
tautologia, eli aina tosi riippumatta x:n ja y:n totuusarvoista. Tama
(kuten muutkin paattelysddnndt) kdytetdan siten, ettd jos todistuslistassa
on jo lauseet a ja a — b niin listaan lisatddn lause b.
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(@ Paattelysaannot ja todistukset logiikassa
Olkoot p ja q kaksi lausetta. Nyt todistamme, ettd q on tosi jos
p ano (noT p) on tosi, eli jos oletetaan ristiriitainen véite voidaan todistaa
mitd vaan. Pattelysdantbind kidytamme tassa
(a) xory
NOT X
y
(b) x anp y
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@ Paattelysaannot ja todistukset logiikassa, jatk.
Todistus ndyttdd nyt seuraavanlaiselta:

(1) panp (notp):  Oletus

(2) p: (1) ja (b) missi x =p jay =wotp

(3) porqg: (2)ja(c) missix=pjay=q

(4) (notp) ano p: (1) ja (d) missd x = p jay =notp
(5) notrp: (1)ja (b) missi x =notpjay=p

(6) g: (3),(5)ja(a) missix =pjay=q.

Néin lause q on tullut todistetuksi.
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@ Esimerkki: Potenssijoukko

Olkoon P(X) joukon X osajoukkojen joukko, eli A € P(X) jos ja vain jos
A C X. Jos nyt X ja Y ovat kaksi joukkoa niin onko toinen joukoista
P(X)\P(Y) ja P(X\Y) toisen osajoukko?

o Koska tyhjd joukko on jokaisen joukon osajoukko niin ) € P(X \ Y).
Samoin () € P(Y) joten O ¢ P(X)\ P(Y). Tastd seuraa, etti aina
patee P(X\ ' Y) Z P(X)\ P(Y).

o Jos X =Y niin P(X) = P(Y) joten
PX)\P(Y)=0C P(X\Y)={0} koska tyhja joukko on jokaisen
joukon osajoukko.

o Mutta jos esimerkiksi X = {0,1} ja Y = {0} niin
PX)\P(Y) = {{0, 1}, {1}} mutta X ¢ P(X\ Y) = {{1},0} joten
tassa tapauksessa P(X)\ P(Y) L P(X\Y)

o Lopputulos on siis ettd aina pitee P(X \ Y) € P(X) \ P(Y) mutta
riippuu joukoista X ja Y pateeké P(X)\ P(Y) C P(X\ Y) vai ei.
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(& Jarjestetyn parin koordinaatit

Parin [x, y| (tai (x, y)) ensimmainen koordinaatti on (tietenkin) x ja toinen
on y. Jos parin maaritelmiksi otetaan {{a},{a, b}} niin voidaan maaritelld
predikaatit E(p, x) ja T(p,y) jotka sanovat, ettd x on p:n ensimmdinen
koordinaatti ja y on p:n toinen koordinaatti seuraavalla tavalla:

E(p,x) = Vz((z € p) = (x € 2))
(tai lyhyemmin ¥z € p(x € z)) ja
T(p,y) = E|Z((Z S p) AND (y S Z)) AND
Vqu((u S p) AND (V S p) AND NOT(U == V) — NOT (y S u) OR NOT (y S V)),

missd u == v on predikaatti, joka sanoo, ettd u on sama joukko kuin v.
Lyhyemmin tdmén voi esittdd muodossa

T(p,y)=3z€p(y € 2)
ano VYu € pVv € p(not(u==v) = (y ¢ u) or (y & v)).
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% ¥ Induktio
Osoitamme induktion avulla, ettad

n

Zi:1+2+3+...—|—
=1

— M’ n 2 1‘
2
Viite P(n) on siis Y ! ;i = "("H) Ja ng = 1. Ndin ollen viite P(ng) on

sama kuin 1 = (1; D miks pitaa paikkansa. Oletamme seuraavaksi, ettd

P(k) on tosi ja k > 1. Koska P(k) patee, niin YK i = X mists
seuraa, etta

k+1
Z/_Z/+(k+1 k(k+1) + (k+1)
i=1 i=1
— (k+1) <’2‘+1> _ (k+1)2("+2) _ (k+1)((k2+1)+1)7

Joka taas merkitsee sitd, ettd P(k + 1) on tosi. Induktioperiaatteen nojalla
toteamme, ettd P(n) patee kaikilla n > 1.

v
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© Esimerkki: Osittaisjarjestys

Olkoon X jokin (ei-tyhjd) joukko ja P(X) sen kaikkien osajoukkojen
muodostama joukko (eli ns. potenssijoukko). Joukossa P(X) meilld on
relaatio C: A C B jos ja vain jos A on B:n osajoukko. Tama relaatio on
osittaisjarjestys koska se on

o refleksiivinen: A C A,

o antisymmetrinen: Jos A C B ja A # B niin on olemassa x € B siten
etti x ¢ A jolloin B Z A,

o transitiivinen: Jos A C B ja B C C niin jokainen A:n alkio on B:n
alkio ja koska jokainen B:n alkio on C:n alkio niin jokainen A:n alkio
on C:n alkio, eli A C C.

Lisdksi talld relaatiolla on muitakin ominaisuuksia kuten, etti jos A,

B € P(X) niin joukoille A ja B Iéytyy pienin yliraja, eli joukko C siten,
ettd AC C, BC C (eli C on yliraja) ja jos AC D ja B C D niin CC D
(eli C on pienin yldraja). Selvastikin C = AU B. Vastaavasti I6ytyy myés
suurin ala-raja, joka (tietenkin) on AN B.
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(@ Esimerkki: Ekvivalenssiluokat

Joukossa X = {[m,n] : m,n € Z,n # 0} voimme madritella
ekvivalenssirelaation ~ siten, ettd [my, ni| ~ [ma, n2] jos ja vain jos

my - np = my - n1. Nama ekvivalenssiluokat "ovat” rationaaliluvut koska
my R o

— = —= tasmalleen silloin kun my - no = mo - ny.

n np
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Injektiot ja surjektiot

@
@
3
@
®
X

Funktio f : X — Y on injektio ("jokaiseen Y :n alkioon tulee korkeintaan
yksi suunnattu kaari”) mutta se ei ole surjektio koska X :stad ei I6ydy
yhtdan alkiota x, siten, ettd f(x) = d.

Funktio g : X — Y on surjektio ("jokaiseen Y :n alkioon tulee vahintdan
yksi suunnattu kaari”) mutta se ei ole injektio koska g(3) = g(5) ja 3 # 5. )
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@ Listat, lukujonot ja karteesiset tulot funktioina
o Lista [a, b, ¢, d] on funktio f, jonka maarittelyjoukko on {1,2,3,4}
(tai {0,1,2,3}) siten, ettd f(1) = a, f(2) = b, f(3) = c ja f(4) =d.
o Lukujono (an)7 o = (a0, a1, a2, . ..) on funktio f, jonka
maarittelyjoukko on Ny siten, ettd f(n) = a, kaikilla n € Ny.
e Jos X; on joukko jokaisella j € J missa J on (toinen) joukko niin

karteesinen tulo || je 4 Xj on joukko, johon kuuluu tasmalleen kaikki
funktiot f : J — ;e , X; siten, ettd f(j) € X;.
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@ Esimerkki: Funktio, alkukuva, ym.

o Olkoon f funktio: {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} siten, ettd f(1) = 2,
f(2) =4, f(3) =2, f(4) =4 ja f(5) = 4. Matlab/Octavessa voimme
esittdad taman funktion vektorina £=[2,4,2,4,4].

o Jos A= {1,2,5} niin voimme laskea
f(A)=f7(A)={y:y="f(x),x € A} komennolla £([1,2,5])
Joka antaa tulokseksi [2,4,4] joka on tulkittava joukkona {2,4}.

o Jos B ={1,2,3} niin B:n alkukuva
f<(B)={x:f(x) e B} ={1,3} ja voimme laskea timan
komennolla find(f==1 | f==2 | £==3) tai komennolla
find(sum(£ff==[1,2,3]",1)).

o Huomaa, etta riippumatta siitd miten valitsesmme joukon B niin aina
patee esimerkiksi f<(B) # {1} (eli tissd tapauksessa f< ei ole
surjektio) koska jos 2 ¢ B niin 1 ¢ f<(B) ja jos 2 € B niin
{1,3} C F(B).
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© Esimerkki: Alkukuva ja injektiivisyys

Jos f : X — Y on surjektio niin < : P(Y) — P(X) on injektio missd
fE(B)={xeX:f(x)eB}.

Miksi?

o Jos By # By niin on olemassa y € By siten, ettd y ¢ B, tai on
olemassa y € B, siten, etti y ¢ B;. Oletamme nyt, ettd y € By
mutta y ¢ B;.

o Koska f on surjektio niin on olemassa x € X siten, ettd f(x) =y.

o Tastd seuraa, ettd x € < (By) mutta x ¢ < (Bz) joten olemme
osoittaneet, ettd jos By # By niin < (B1) # f<(Bz) eli f on
injektio.
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Esimerkki: Iso-O

o Jos f € O(n?) ja g € O(n?) niin f - g € O(n®) koska |f(n)| < C¢n?
kun n > Ny ja |g(n)| < Cgn® kun n > Ny joten
[f(n)g(n)| < CrCqn®*3 kun n > max(Nr, Ng).

o Jos f(n) = n? ja g(n) = n3 niin f € O(n?), g € O(n) ja 5 on
(tietenkin?) pienin luku p siten, ettd f - g € O(nP).

o Mutta jos 2 on pienin luku pr siten, ettd f € O(nPf) ja 3 on pienin
luku pg siten, ettd g € O(nPe) niin siita ei valttamatts seuraa, ettd b
olisi pienin luku p siten, ettd f - g € O(nP) koska voimme esimerkiksi
valita

f(n) = g(n =4 3

n®, n on parillinen

n?, n on pariton
0, n on parillinen,

{0, n on pariton

Jolloin f(n)g(n) = 0 kaikilla n ja f - g € O(nP) kaikilla p € Z.
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@ Montako vertailua tarvitaan, jotta Idytdisimme luvun, jonka
suuruusjarjestysnumero on p jos joukossa on n lukua?
Jos p =1 (pienin luku) tai p = n (suurin luku) niin n — 1 vertailua riittdd
mutta mika on tilanne yleisessd tapauksessa?
Seuraavaksi osoitamme, ettd jos 1 < p < n niin tarvittavien vertailujen
lukumaéra kuuluu joukkoon O(n), eli on olemassa vakio C siten, etta
vertailujen lukumaara on korkeintaan Cn emmeka valitd kovinkaan paljon
siitd mika tama vakio on:

o Oletamme ett3 tarvitaan korkeintaan Ck vertailua kun joukossa on

k < n lukua.

o Jaamme luvut osajoukkoihin joissa on 5 lukua: Ei vertailuja.
o Maaritimme néiden osajoukkojen mediaanit: O(n) vertailua.
o Mazritimme mediaanien mediaani: C(n+ 1) vertailua.

o Jaamme luvut kahteen joukkoon, riippuen siitd ovatko ne suurempia
tai pienempia kuin mediaanien mediaani: O(n) vertailua.
o Kumpikin ndistd joukoista sisaltad korkeintaan
1.1 _ 7
(1-5-5-3)n+0(1) = {5n+ O(1) lukua!
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@ Montako vertailua tarvitaan, jotta Idytdisimme luvun, jonka
suuruusjarjestysnumero on p jos joukossa on n lukua?, jatk.

o Joukkojen alkioiden lukumaarien perusteella tiedimme missi joukossa
hakemamme luku on eei se ole mediaanien mediaani ja mika sen jarjestysnumero
siind on joten haemme sen osajoukosta: Cllon + CO(1) vertailua.

o Olemme kiyttaneet
1 7 9
O(n) + gCn +C+0(n)+ 1—0Cn +CO(1) = 1—0Cn+ CO(1)+ O(n)
9
= l—OCn + (C + n)cy,
vertailua missa cg on vakio.
o Jos n < 20cy voimme jarjestda luvut kiyttaen
nlogy(n) < nlog,(20¢cy) < (20cy)n vertailua ja siten I6ytad
hakemamme luku joten jos valitsemme C > 20cy jolloin ¢y < %C
niin kun n > 20¢y eli ¢ < %n toteamme etta

9 9 1 1
< — — =
10Cn+(C—|—n)co 10Cn+20Cn—|—20Cn Cn

Ja induktiopaéttely toimii.
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©|z] ja Q)

o |No| =|Z| koska f : Ng — Z missd f(0) =0, f(2k — 1) = k ja
f(2k) = —k kun k > 1 on bijektio.
o |Np| = |Q| koska voimme konstruoida bijektion seuraavalla tavalla:
0—1—2 351 2.
/ /‘ / /‘
-1
1 1
% Y, /‘
2
oA
=1 -4 =5
S 2
+
1 4 2 3 4 5
3 3 3 3 3

Jos hyppdamme niiden lukujen yli, jotka jo ovat listalla, niin saamme
seuraavan bijektion: f(0) =0, f(1) =1, f(2) =2, f(3) = —1,
f(4) =3, £(5) = -2, f(6) =3, f(7) =4, f(8)=-3, f(9) =3
(eikd 3 =1), £(10) = 3, f(11) = 3 (eikd 52 = —1), f(12) = —4, jne

vV
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@ Esimerkki: Laatikkoperiaate
Olkoon S joukon {1,2,...,2-n—1,2- n} osajoukko siten, ettd
|S| = n+ 1. Silloin joukkoon S kuuluu kaksi lukua eri a ja b siten, ettd a
Jakaa b:n tai pdinvastoin, (eli a| b tai b|a).
Miksi?
o Voimme esittdd S:n luvut muodossa 2% - q; missa k; > 0.
1< q; <2-njaqjonpariton, j=1,2,...,n+1 ja lisaksi
[kiaql'] 7& [kjvqj] kun i 7&./
o Joukossa {1,2,...,2-n—1,2-n} on ainoastaan n paritonta lukua.
o Laatikkoperiaatteen mukaan on olemassa luvut i # j siten, ettd
qi = qj jolloin ki # k;.
o Jos nyt ki < k; niin luku 2ki . q; jakaa luvun 2% - qj-
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¥ Pari epayhtiloa
Olkoot A, B ja C kolme joukkoa.

o Koska ANBNC CANB niin |[ANBN C| <|AN B|. Samoin patee
IANBNC|<|BNnCljalAnBNC|<|ANC].
o Koska (ANB)U(ANC)=ANn(BUC) C A niin

Al > |(ANB)U(ANC)|=|ANB|+|AnC|—|ANBNANC|,
josta seuraa, etta
IJANBNC|>|ANB|+|ANC|— A
Vaihtamalla A, B ja C keskenddn saadaan myés epdyhtilot

|JANBNC|>|ANB|+|BNC|—|B|ja
IJANBNC|>|ANC|+|BNnC|—|C|.
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@ Esimerkki: Otokset

Tentissd valvojat jakavat 150 tehtdviapaperia 160:/le tenttijille. Monellako
tavalla tdma on mahdollista?

Téassa oletetaan, etta tehtdvapaperit ovat identtiset mutta tenttijit eivat
ole.

Ensimmdinen, jarkeva, vaihtoehto on ettd jokaiselle tenttijille annetaan
korkeintaan yksi paperi. Silloin on kysymys siitd monellako tavalla voimme
160 henkilon joukosta valita ne 150, jotka saavat paperin. T&ssad on kyse
valinnasta palauttamatta kun jarjestykselld ei ole merkitysta, joten

vaihtoehtoja on — = e
y 150) — \ 10

Toinen, vihemman jarkeva, vaihtoehto on, ettei aseteta mitdan rajoituksia
sille montako paperia sama henkilé voi saada. Silloin valvojat valitsevat
150 kertaa tenttijan, jolle paperi annetaan, joukosta, jossa on 160 alkiota,
"palauttaen” eika valintajarjestykselld ole merkitysta. Vaihtoehtojen
150 +160 — 1\ 309!

160 — 1 ) 159! . 150!

lukumaaraksi tulee silloin (
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Surjektioiden A — B lukumaara kun |A| = mja |B|=n

Olkoon B = {by, by, ..., b,}, F = BA kaikkien funktioiden A — B joukko
ja F; = (B\ {bj})* C F kaikkien funktioiden A :— B\ {b;} joukko eli
niiden F:n alkioiden f joukko joille pé)’tee ettd f(x) # bj kaikilla x € A.
Surjektioiden Joukko on siten F\ U F;. Nyt F; N FN...NFj on
joukko (B \ {bj,, bj,, ... b, })* _jOhOH kuuluvat kaikki funktlot A — B jotka
eivat saa arvoja bj,,...,bj,. Jos1 < j3 <...<j, < nniin

|Fi, NF, N ... Fj| = (n—r)™. Koska on (") eri tapaa valita indeksit

1 <j1 < ... <Jjr < n niin seulaperiaatteesta seuraa, ettd surjektioiden

A — B lukumaara on

" — (;(—n’“(’r’)(n - r)m> =S 247y
_ Z( v

Huomaa, ettd kun m < n ei ole surjektioita A — B joten silloin
S o(=1)""(")r™ =0, miki ehki ei ole aivan ilmeista.
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@ Miksi >4 _o (D) (=1)""%k™ =0 kun m < n?

n
Binomikaavan nojalla pitee (e' —1)" = Z (Z) ekt(—1)"=k, joten jos
k=0

f(t) = (et —1)" niin

Fm(t) = Z (Z)ekt(—l)"_kk’" ja £m(0) = kio <Z>(—1)"‘kk’".

k=0

Seuraavaksi osoitamme, etta f(K)(t) = (et — 1)" ¥ py(et) kun 0 < k <

missa py on polynomi. Témé' patee selvastikin kun k = 0 jolloin py(x) =

ja jos FR(t) = (et — 1)"*py(e?) ja k < n niin

P () = (n— K)(ef = 1)"*Telpy(ef) + (e — 1) pf (e0)et

= (¢ = )" *pa(ef),

missad pry1(x) = (n — k)xp(x) + (x — 1)xp (x) on myds polynomi.
Nyt voimme todeta, ettd jos m < n niin f(M(0) = (e — 1)"~"p,,(0)
ja vdite seuraa.

=0

n
1
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& Esimerkki

Montako erilaista sellaista viiden pelikortin rivia (normaalista 52 kortin
pakasta) on olemassa, jossa esiintyy tasmalleen kaksi kuningatarta?

o Valitsemme ensin ne kaksi paikkaa, joihin kuningattaret tulevat.
5
Vaihtoehtoja on <2> = 10.

o Sitten valitsemme kuningattaret niihin paikkoihin ja nyt
vaihtoehtojen lukumaard on 4 - 3 = 12 koska on otettava huomioon
missa jarjestyksessd ne tulevat.

o Lopuksi valitsemme muut kolme korttia 48:n kortin joukosta jolloin
vaihtoehtojen lukumaaraksi tulee 48 - 47 - 46 = 103776

o Tuloperiaatteen nojalla erilaisten rivien lukumaaraksi tulee

1012103776 = 12453 120.
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@ Monellako tavalla voidaan sijoittaa k identtisti palloa n:3in
identtiseen laatikkoon?

Olkoon A(k, n) tima lukuméaara. Koska voimme sijoittaa k > 0 palloa
1:een laatikkoon vain yhdella tavalla niin A(k,1) =1 kun k > 0. Jos k =0
niin kaikki laatikot ovat tyhjid ja meilld on vain yksi vaihtoehto eli

A(0,n) =1 kaikilla n > 1.

Oleta nyt, etti k > 1 jan > 2. Olkoon j (j > 0) pallojen lukum&éra siind
laatikossa missad on véahiten palloja. Eri j:n arvoilla saadaan varmasti
erilaisia vaihtoehtoja. Nyt sijoitamme ensin j palloa jokaiseen laatikkoon ja
sen jalkeen jiljelld olevat k — n - j palloa niihin n — 1:een laatikkoon joissa
voi olla enemman kun j palloa ja tdma on mahdollista A(k —n-j,n—1):l4
eri tavalla. Jos j > % niin k — n-j < 0, joten rekursioyhtaloksi tulee

1£]
A(k,n)=>> A(k—n-j,n—1).

Jj=0
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