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Eukleideen algoritmi

Kun laskemme syt (634, 36):n Eukleideen algortmin avulla saamme
seuraavat tulokset:

634 = 17 - 36 + 22

36 =1-22+14
22=1-144+8
14=1-8+6
8=1-6+2
6=3-2+0
Joten syt (634,36) = 2.
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Jaannosluokan kaanteisalkio

Jos haluamme laskea [23]g7:n niin ensin laskemme syt (67,23):n eli

67 =2-23+21
23 =1-21+42
21 =10-2+1
2=2-140

Jotta voisimme esittaa syt (67,23):n lukujen 67 ja 23 avulla laskemme
takaperin :

syt (67,23) =1=21-10-2=1-21—10-(23 —1-21)
—_10-23+11-21 = —10-23+11- (67 — 2 23)
—11-67—32-23

Tastd seuraa, etti (—32)-23 =1—11-67 joten (—32)-23 =1 (mod 67)

mika on yhtapitavaa sen kanssa, etta
[23]c7 = [~32]67 = [~32 + 67]67 = [35]67-
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& Jaollisuustulos

Jos m ja n ovat kokonaislukuja ja p on alkuluku siten, etta m- n on p:lla
jaollinen niin joko m tai n on p:lla jaollinen.

Miksi?

Oleta, ettd m ei ole p:lld jaollinen. Silloin patee syt (p, m) =1 ja
Eukleideen laajennetun algoritmin nojalla on olemassa kokonaislukuja a ja
b siten, etti a- p+ b- m = 1. Kerromme taman yhtalon molemmat puolet

n:lla ja saamme
n=n-1l=n-a-p+b-m-n.

Koska m - n on p:lla jaollinen niin on olemassa kokonaisluku k siten, etta
m-n = k- p. Tasta seuraa, etta

n=n-a-p+b-k-p=(n-a+b-k)-p,

Jjosta seuraa, etta n on p:lla jaollinen.
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Suomalaisen henkilotunnuksen tarkistusmerkki

Suomalaisen henkilétunnuksen tarkistusmerkki maaritetaan jakojaannoksen
perusteella, kun tarkistusmerkkia edeltavien numeroiden muodostama luku
jateaan 31:lla. Nyt on selvitettava voiko tarkistusmerkki pysya
muttumattomana jos kaksi (eri) lukua vaihtavat paikkaa?
Oletamme, ettd numero a jonka alkuperainen paikka oli sijalla j oikealta
laskettuna vaihtaa paikkaansa numeron b kanssa, jonka alkuperdinen
paikka oli sijalla k myés oikealta laskettuna. Oleta myés, ettd j > k.
Numeroista muodostettujen lukujen valinen erotus on silloin

m=(a—b)- 101 —(a—b) 101 = ((a—b) - (10/% — 1)) - 10~ L.
Tarkistusmerkki pysyy muuttumattomana jos ja vain jos mod (m,31) =0
eli m on 31:1l3 jaollinen. Koska 31 on alkuluku niin joko a — b, 10/=% — 1
tai 1051 on 31:/l4 jaolloinen. Koska a # b niin 0 < |a — b| < 9 eikd a — b
voi olla 31:1l4 jaollinen. Samoin luvun 10X~1 ainoat alkulukutekijat ovat 2
ja 5 joten myés mod (10571, 31) £ 0. Kiymalla lapi kaikki mahdollisuudet
todetdan ettd myds mod (10/~% —1,31) #£0 kun j — k=1,...,8, (mutta
mod (10%® — 1,31) = 0). Tasta paittelemme, ettd m ei ole 31:1l4 jaollinen
ja siita syysta tarkistusmerkki muuttuu.
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RSA-algoritmi

Jos RSA-algoritmilla ja julkisella avaimella (55,23) haluamme salata
viestin 9 niin meidan pitia laskea mod (923,55). Laskujen nopeuttamiseksi
toteamme ensin, ettd 23 =16 +4 +2 4+ 1 = 2* 4+ 22 + 21 1+ 20 joten
923 = 916.9%.92.9 = (((92)?)?)? - (9%)? - 92 - 9 ja saamme

mod (92, 55) = mod (81, 55) = 26,

mod (93, 55) = mod (26 - 9,55) = mod (234, 55) = 14
mod (9%, 55) = mod (26, 55) = mod (676, 55) = 16,
mod (97,55) = mod (16 - 14,55) = mod (224, 55) = 4,
mod (98, 55) = mod (162, 55) = mod (256, 55) = 36,

mod (9%, 55) = mod (362, 55) = mod ((—19)?, 55) = mod (361, 55) = 31,
mod (9%23,55) = mod (31 - 4,55) = mod (124, 55) = 14,

joten mod (923, 55) = 14.
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RSA-algoritmi, jatk.

Jotta voisimme purkaa lahetettya viestia 14 meidan taytyy tietaa mika
yksityinen avain on ja koska 55 =5-11 ja (5 —1) (11 — 1) = 40 niin
meidan taytyy laskea [23],5 ja saamme vastaukesksi [7]s0 koska

mod (23 - 7,40) = mod (161,40) = 1. Yksityinen avain on siis (55,7).
Purkamista varten toteamme, etti 7 =4 +2 + 1 = 22 + 21 4+ 20 joten
147 = 14%* . 142 . 14 ja saamme

mod (142,55) = mod (196, 55) = 31,

mod (143,55) = mod (14° - 14, 55)
= mod (31 - 14,55) = mod (434, 55) = 49,

mod (14*,55) = mod (312, 55) = mod (961, 55) = 26,

mod (147,55) = mod (14* - 14% - 14,55) = mod (26 - 49, 55)
= mod (26 - (—6),55) = mod (—156,55) = 9,

joten mod (147,55) = 9.

v
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Eulerin lause, todistus

Oletamme, ettd [x1]n, - - ., [Xg(n)] ovat Z/nZ:n alkiot joilla on kaénteisalkio
eli ovat kiantyvia. Koska syt (a, n) = 1 niin myés [a|, on kdantyvia ja
koska [a]n - [B]n on kddntyvd jos [a], ja [5]n ovat kddntyvid, niin [a], - [x]]
on kdantyva kaikilla j. Jos nyt [a], - [xj]|n = [a]n - [Xk]|n niin

. _ _1 _1 . .
il = [aln " - laln - [xi]n = [a]; " - [a]n - [xXkln = [xk]n josta seuraa, etta
alkiot [a], - [x1]n, - - - [a]n - [Xp(m]n ovat samat kuin alkiot [x1]n, ..., [X4(n)]
mutta mahdollisesti eri jarjestyksessa. Mutta tulot ovat samat, el

[a]w(”)nw(”)[xl]n _ |—|80(”) ([l - [xi]n) = |—|<P(”)[Xl]n

Koska kaikki alkiot [x;|, ovat kddntyviad niin voimme supistaa pois kaikki

[xi]n:t ja lopputulos on, ettd [a]f(") = [1],, eli mod (a¥(" n) = 1.
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Miksi RSA-algortimi toimii jos syt (a, n) # 17

o Koska oletamme, ettd 0 < a < n niin syt (a, n) # 1 ainoastaan jos p|a
tai g|la. Oletamme seuraavaksi, ettd p|a joten a = p/ - ¢ missi
syt(c,n) =1

o Nyt [69], = [((p - ©)*)7]n = [(P*)7Tn - [(c*)?]n ja koska syt (c,n) =1
niin [(c*)9], = [c]n ja meididn taytyy vieli osoittaa, ettd
[[(P*)7]n = [pln koska silloin [67], = [plh - [c]a = [P’ - c]n = [a]n-

o Koska q on alkuluku ja p # q niin syt (p,q) = 1 ja nain ollen
Fermat'n lauseesta seuraa, etti p9—' =1 (mod q).

o Silloin myés pla=D(P=1)r =1 (mod q) eli pla=DP-1r =1 4 5q ja
kun kerromme molemmat puolet p:lla saamme
ptTa=DP=1r — p 1 spg = p + sn. Koska [d]m = [k]} niin
kd =14+ mr=1+ (p—1)(g— 1)r ja ndin ollen
[(p%)9], = [ptTla=DP=1)r] = [p], ja algoritmi toimii siis my6s tissa
tapauksessa!
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Permutaatiot ja syklinotaatio
Oleta, ettd « on joukon A ={1,2,3,4,5,6,7} permutaatio
(1234567

““\24135756)

missa siis tima merkintitapa tarkoitaa, ettad esim. (1) = 2 ja «(4) = 3.

Nyt ndemme, ettd 1 +— 2 +— 4+ 3+— 1 (eli a(1l) =2, a(2) = 4 jne.) ja

tasta saamme syklin (1 2 4 3) Jjoka siis on permutaatio (31 jolle patee

51(1) =2, 51(2) =4, 61(4) =3, 51(3) =1 ja B(X) = x kaikilla

x € {5,6,7}. Koska a(5) = b saamme syklin 5o = (5) jolle siis $2(x) = x

kaikilla x € A. Lopuksi niemme, etta 6 — 7 +— 6 joten saamme syklin
b3 = (6 7). Syklinotaatiolla voimme nyt kirjoittaa

a=pB=(1 2 4 3)(6 7),

koska B> on identiteettifunktio. Mutta on myds muita esitystapoja syklien
tuloina, esim. o = (7 6) (4 31 2).
Joukot Ay = {1,2,4,3}, Ay, = {b} ja A3 = {6,7} ovat permutaation radat
koska UleAj =A AiNAc=0 kun j# k, a(Aj) =Aj, j=1,2,3 eikd
loydy pienempia joukkoja, joilla olisi nama ominaisuudet.
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4-kulmion symmetriat

Olkoon X = {0,1,2,3}. Koska joukossa X on 4 alkiota
niin on olemassa 4! = 24 joukon X permutaatiota.

Mutta jos X:n alkiot ovat vasemmalla olevan
a.e verkon solmut ja jos vaadimme permutaatiolta «, etta
Jos x ja y ovat naapureita, eli niiden valilld on kaari,
niin myds a(x) ja a(y) ovat naapureita (eli vaadimme,
ettd « on verkko-isomorfismi) niin tilanne muuttuu.
Tassa tapauksessa 0 voi kuvautua mille tahansa solmulle 0, 1, 2 tai 3.
Mutta a(1):n on oltava «(0):n naapuri josta seuraa, ettd
a(1) = mod (alpha(0) + 1,4) tai mod («(0) — 1,4). Koska «(2) ei saa olla
a(0):n naapuri niin &(2) = mod («(0) + 2,4) ja samoin
a(3) = mod ((1) + 2, 4).
Meilld on siis seuraavat permutaatiot syklinotaatiolla: (0)(1)(2)(
(0)(13)(2), (0123), (01)(23), (02)(13), (02)(1)(3), (032
(0 3)(1 2) joista 4 ovat rotaatioita ja 4 peilauksia.
Naiden permutaatioiden muodostama ryhma on ns. diedriryhma ja sita
merkitaan Dy:lla.
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3),
1) ja




4-kulmion symmetriat, jatk.

Seuraavaksi kaytamme Pdlyan lausetta laskemaan monellako tavalla
voimme varittaa solmut niin, etta yksi on musta, yksi valkoinen ja kaksi
punaista. Lisdksi pidamme kaksi varitysta samanlaisina jos rotaatiolla
Ja/tai peilauksella saadaan toinen toisesta. Tata varten meiddn pitida ensin
laskea ryhman Dy sykli-indeksi joka saadaan permutaatioiden '
sykli-indeksien keskiarvona ja permutaation sykli-indeksi on t't)! ...t} jos
permutaatiolla on j, rataa, joiden pituus on k, k =1,2,...,n. Tassa
tapauksessa sykli-indeksiksi tulee

1
(Do x(t1, to, t3, ta) = é(tf +tita+ta+ty + 1)+ tity + by + t%).

Erilaisten véritysten lukumaéra on nyt termin mvp? kerroin polynomissa
Cpox(s+v+rs?+vi+r?sd+v3+ 3 s+ v+ r*) eli polynomissa

1 1 3 1
g(sHvEn 7 (mbvap)(m*+vi4p®)+ o (m’+v24p?) 4 2 (m v+ pf)

ja se on

1 41 1

-4+ —--2404+0=2.
3 1!-1!-2!+4 L
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Pdélyan lause ja ristinolla

Meilla on 3 x 3-ruudukko ja olemme kirjoittaneet 2:een ruutuun x:n, 2:een
o:n ja 5 ruutua ovat tyhjind. Tama on tehtavissa (273,5) = 756 eri tavalla
Jjos paperi pidetaan paikallaan. Mutta jos voimme kiertaad paperia kulman

, 5, T tai 37” verran keskipisteen ympari niin naiden vaihtoehtojen
lukumaara pienenee ja jotta voisimme systemaattisella tavalla selvittaa
montak vaihtoehtoa meilla silloin on niin meidan pitaa ensin selvittaa
miten 5 kulman rotaation generoima ryhma toimii ruudukolla ja erityisesti
mika on taman toiminnan sykli-indeksi. Eli meidan pitad maaritaa
erilaisten ratojen pituudet. Tulokset ovat seuraavanlaiset:
Identiteettifunktiolla (rotaatio 0) on 9 rataa, joihin kaikkiin kuuluu 1 ruutu.
Kierrolla kulman % verran on 2 rataa, joilla molemmilla on 4 ruutua
(toinen sisdltdd kulmaruudut, toinen niiden valill olevat ruudut) ja 1 rata
johon kuuluu 1 ruutu (ruutu keskelld). Sama pétee jos kierretddn kulman
37” verran.
Jos kiertokulma on m niin saamme 4 rataa, joilla molemmilla on 2 ruutua
(vastakkaiset kulmat ja vastaikkaiset ruudut niiden valilli) 1 rata johon

kuuluu 1 ruutu.
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Pélyan lause ja ristinolla, jatk.

Sykli-indeksiksi saamme néin ollen

1
CG,X(tL to, ..., tg) = 1 (t? + 2t1t2 - tltg) .

Jotta voisimme laskea ei-ekvivalenttien "varitysten” lukumaaraa korvamme
muuttujan t; lausekkeella x) 4+ o/ + t/ ja silloin termin x?>0%t® kerroin on
ei-ekvivalenttien "varitysten” lukumaara kun meilla 2 kappaletta x, 2
kappaletta o, ja 5 kappaletta t. Taksi kertoimeksi tulee

1 9 4 1
4 ((2,2,5) ! (1,1,2)> ~ e =

(Huomaa, ettei lausekeesta (x + o+ t)(x* + o* + t*)? tule x?0*t°-termis.)
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Suora sivuluokkana

[R2, +] on ryhma, jossa origo on neutraalialkio ja v:n kidinteisalkio on —v.
Jos nyt u € R?\ {0} niin H={tu:t € R} on [R",+] aliryhm ja
sivuluokka w + H on kaikkien pisteen w:n kautta kulkevan u-suuntaisen
suoran pisteet (tai niiden paikkavektorit).

Jaannosluokat tekijaryhmina

Oleta, ettd n > 1. Silloin [Z,+] on ryhma janZ = {n-j:j € Z} on sen
aliryhma ja koska yhteenlasku on additiivinen operaatio (a+b=1b+a) niin se
on normaali aliryhma. Aliryhman nZ sivuluokat ovat jaannosluokat modulo
n ja ne muodostavat tekijaryhman Z/nZ missad operaatio on yhteenlasku.
Niille voi tietenkin maaritella kertolasku mutta sen suhteen ei saada
ryhmaa. Sen sijaan, jos p on alkuluku niin [Z/pZ \ {[0],}, -] on ryhma.
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Normaalit aliryhmat ja tekijaryhmat
Olkoon G ryhma ja H sen aliryhma.

@ aH = Ha kaikilla a € G jos ja vain jos axa~! € H kaikilla a € G ja
x € H.
Miksi? Olkoot a € G ja x € H. Nyt patee ax € aH joten jos aH = Ha
niin on olemassa y € H siten, ettd ax = ya ja silloin
axa—! =y € H. Jos toisaalta axa—! = y € H niin ax = ya joten
aH C Ha. Mutta jos a korvataan a~':ll3 niin saamme a—'H C Ha™!
josta seuraa, ettd myds Ha = aa~*Ha C aHa 'a = aH pitee.

@ Jos aH = Ha kaikilla a € G niin ehdoista asH = a>H ja biH = boH
seuraa ajbiH = axbyH jolloin sivuluokkkien aH ja bH "tuloksi”
voidaan maaritella (aH)(bH) = abH.

Miksi? Kayttamalla oletusta aH = Ha monta kertaa saamme

a1b1H = alel = agHbl = azblH = aszH.
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X, ja G?

Olkoon X = {1,2,3,4} ja G seuraava joukon X permutaatioryhma:

G=1{(1),(12),(34),(12)(34)}. Jos nyt a on permutaatio (1 2) ja x on
alkio 3 niin
Xo={xeX:ax=x}=1{34},

ja

Gy={acG:ax=x}={(1),(12)
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Miksi |Gx| - |G| = |G|?

Oleta, ettd G on aarellinen ryhma. Jos H on G:n aliryhma niin

|H| - m = |G| missi m on H:n (esim. vasempien) sivuluokkien lukumaara
(koska kaikissa sivuluokissa on yhtd monta alkiota kuin H:ssa ja niiden
unioni on G). Koska Gx on G:n aliryhma niin riittdd konstruoida bijektio v
aliryhman Gy sivuluokkien joukosta rataan Gx.

Maarittele 1)(aGy) = ax. Jos a1 Gx = ax Gy niin patee a;lal € Gy joten
aglalx = x eli ay;x = axx joten ) on hyvin maaritelty.

Jos ajx = axx niin patee a, 1alx = Xx joten a, 131 € Gy, josta seuraa, etta
a1 Gy = axGy eli v on injektio. Jos y € Gx niin on olemassa a € G siten,
ettd y = ax ja silloin y = 1(aGy) josta seuraa, ettd 1y on surjektio.
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Miksi ratojen lukumadrd ryhméan toiminnassa on = Y acc|Xal?

Olkoon E = {[a,x] € G x X : ax = x }. Summeerausjirjestysta
vaihtamalla saamme

El=) {xeX:ax=x}=) |{acG:ax=x}|

acG xeX

Joten ) cqlXal = > wex|Gxl-

Merkitsemme ratojen joukkoa X /G:lla ja ne ovat ekvivalenssiluokkia kun
ekvivalenssirelaatio ~ on x ~ y jos ja vain jos x = ay jollain a € G. Eri
radoilla ei ole yhteisid alkioita ja ratojen unioni on X. Koska |G| = ||g || Jja
Gx on rata, johon alkio x kuuluu niin saamme vaitteemme seuraavan

laskun avulla:

S=Slel= ¥ Sk —le ¥ S o

acG xeX AeX/GxeA AeX/G x eA
=6l 2. Zl—|G| > 1=16]-IX/Gl.
AeX/G xeA AeX/G

v
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Pélyan varityslauseen todistus

Oletamme, ettad €2 on joukko X:n vérityksia siten, ettd GS)2 C Q2 missd G
on ryhma joka toimii joukossa X ja siten myos varitysten joukossa (.

Aikaisempien tulosten perusteella ratojen lukumaira (eli ei-ekvivalenttien
varitysten, eli ekvivalenssiluokkien lukum&ard) G:n toiminnassa :ssa on

1
mZ|Qa|

acG

missd Q, = {w € Q: aw = w } on vdritysten joukko joka pysyy
muuttumattomina a:n toiminnassa. Nama varitykset taas ovat ne, jotka
ovat vakioita jokaisella a:n radalla sen toiminnassa joukossa X.

Jos nyt €2 on joukko vérityksid joissa kaytetddn varid v; tasmalleen i
kertaa, niin meidan pitaa osoittaa, etta

_ g n n i i
Q| = kerrom(Ca,X(vl—|—...—|—v,,...,v1 +... .+ V),V -...-v/).
v
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Pélyan varityslauseen todistus, jatk.

Oletamme, ettd R,1, Ra2,... Ram, ovat radat a:n toiminnassa ja
madrittelemme s; = |R, j|. Nyt on tietenkin olemassa yksi tapa kiyttda
varia v; tasmalleen s kertaa kun varitamme joukon R; 1 alkioita varilld v;.
Voimme esittda tamén vditteen (ns. generoivalla) funktiolla vi* + ...+ v
niin ettd termin \/J-S1 kerroin on vaihtoehtojen lukumaara (joka siis tassd on

1)

] .. k S; S;
Seuraavaksi oletamme, ettd py(va,...,v,) =[[;_1(vy' +...+v/) on
(genereroiva) funktio siten, ettd termin vi* - vi? - ...- v/ kerroin on
vaihtoehtojen lukumaara kun varitamme radat R, 1, ... R,k niin etta

kdytamme varia v; tasmalleen i; kertaa. Radan R, 1 alkioita voimme
varittaa siten, etta kaytamme tiettya varia syy1 kertaa ja eri valinnat
Jjohtavat eri varitysvaihtoehtoihin.

Jos varitamme rataa R, 1 varilla vq och haluamme kayttaa varia vp
tasmalleen i, kertaa ratojen R 1, ... Rk, Ra 1 varittamiseen niin ratojen
Ra1, ... Rak varittamiseen meidan taytyy kayttaad varia v, tasmalleen iy,
kertaa kun p # q ja varid vq tasmalleen iq — sx11 kertaa.

v
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Pélyan varityslauseen todistus, jatk.

Kun varitdmme rataa R, 1 ainoat vaihtoehdot liittyvat varin vq
valitsemiseen ja silloin induktio-oletuksen nojalla varitysvaihtoehtojen
lukumaaraksi tulee

1 fq—1 lq—Sk+1 q+1 J
Zkerrom p(Vi, Vo) v eV vy Ve ).

Mutta tama luku on sama kuin
kerroin(p(va, ..., vr) - (Vi 4. v vt ),

josta seuraa, etta induktio-askel toimii ja saamme lauseen todistetuksi.
Jos kdaytamme r varia, jolloin siis muita rajoituksia kuin etta varien
lukumaara on r ei ole, niin voimme todeta, ettd jos ryhman G alkiolla a on
k rataa niin |Q,| = r* koska kyseessd on k-kertainen jirjestetty valinta
palauttaen joukosta jossa on r alkiota. Koska myés (o x(r,...r) = r* niin
saamme vaiteen tassakin tapauksessa.

v
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Verkko paatosprosessin kuvaajana

Oleta, ettd meilla on nelja kolikkoa, joista tiedimme etta yksi on
vadrennetty, niin etta sen paino poikkeaa muiden painosta mutta emme
tiedae onko se painavampi vai kevyempi. Meilld on varsivaaka, jonka avulla
voimme maarittdd onko kahdella kolikolla (tai kolikkoparilla, jne.) sama
paino vai ei. Seuraava verkko, joka on puu, kuvaa menetelman jolla voi
paatella mika kolikoista mj, j = 1,2,3,4, on vaarennetty:
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Ahne varitys

Tehtavana on maarittaa jokin alla olevan verkon solmujen varitys:

v
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Ahne varity, jatk.

Ahneen varitysalgoritmen mukaisesti toimimme seuraavalla tavalla:
Jarjestamme solmut ja varit jollain tavalla ja kiymme lapi solmut
Jarjestyksessa ja annamme jokaiselle solmulle ensimmaisen mahdollisen

varin joka siis ei ole sama kuin sen jollekin naapurille jo annettu vari.
Jos varit ovat a, b, ¢, ... ja otamme solmut jarjestyksessa 1,2,3,4...,16
niin varitykseksi tulee:

Solmu| 1|2|3|4|5|6|7|8|9|10]| 11| 12| 13| 14| 15| 16

Vari | alala|b|b|b|lc|lc|b| c| b| al| c| al| b | a

Jos sen sijaan otamme solmut jarjestyksessa 9,10, ...,15,16,1,2,7,8 niin
varitykseksi tulee

Solmu| 9| 10| 11| 12| 13|14 | 15| 16| 1|2 | 3|4 |5|6|7]|8
Vari | a| b | a | b | a | b| a| b|blal|lbla|b|lal|]b]|a

Nain ollen pienin mahdollinen varien lukumaara eli verkon kromaattinen
luku on 2 koska se ei voi olla 1 jos verkossa on ainakin yksi kaari.

v

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) 3. huhtikuuta 2014 26 / 38




Isomorfiset verkot
Ovatko alla olevat verkot isomorfiset?

Molemmissa verkoissa on 4 solmua joiden aste on 3, eli joilla on 3
naapuria ja 2 joiden on aste on 2, joten tasta emme voi paatella etteivat
verkot olisivat isomorfiset. Sensijaan vasemmanpuoleisessa verkossa ei ole
yhtaan syklia, jonka pituus olisi 3 mutta sellaisia on oikeanpuoleisessa
verkossa. Tasta seuraa, etteivat verkot voi olla isomorfiset. vara isomorfa.
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Isomorfiset verkot
Ovatko alla olevat verkot isomorfiset?

Tassa tapauksessa verkot ovat isomorfiset koska bijektioksi voidaan valita
funktio v siten, ettd (1) = d, ¥(2) = ¢, ¥(3) = b, Y(4) = e ja(5) = a
Ja talla funktiolla on vaadittavat ominaisuudet.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) 3. huhtikuuta 2014 28 / 38



Miksi dynaaminen optimointi toimii kun haetaan " minimietaisyyksia” ?

Madarittelemme funktion s kaavalla

s(v) = min{zzjlf:1 w({Vj—1, ¥} : [Vo, V1, ..., W] on polku solmusta Vg = v
solmuun Vi = v} kun v # vy ja s(w) = 0. Valitsemme Vo = {w},

V_1 = 0 ja maarittelemme testiarvot ty(v) = oo kaikilla v € V \ {w}. Jos
J > 0 ja tunnemme funktion s arvot joukon V; solmuissa ja testifunktion
ti(v) = minycy,_ (s(v') + w({V',v}) arvot kaikissa muissa solmuissa niin
meidan pitaa laskea uusi testifunktio ja lisitd joukkoon V; seuraava piste.
Koska maarittelemme t;1(v) = min,cv.(s(v') + w({Vv/,v}), v e V\ V;,
niin tji;1(v) = tj(v) jos v ei ole viimeksi lisityn solmun v; naapuri joten
meidén tdytyy ainostaan laskea tj11(v) = min{t;(v),s(v;) + w({vj, v})}
kun v € V' \ 'V, on v;j:n naapuri. Sitten valitsemme solmun vj; joukosta
V'\ Vj siten ettd tj+1(vj+1) = minyev\y; ti+1(v). Funktion tjq
maaritelmdstd seuraa, ettd s(vj11) < ti;1(vj41) joten joko

s(vj+1) = tjiy1(vjy1) tai s(vir1) < tiz1(vj+1). Jalkimmaisessd tapauksessa

meilla olisi polku [V, 1, ..., V] siten ettd Vo = vo, 7k = vj41 ja
k > >
2;21 w({Vi_1,¥%}) < tj+1(Vj+1)- )
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Miksi dynaaminen optimointi toimii kun haetaan " minimietaisyyksia"” ?
jatk.

Nyt on olemassa suurin indeksi iy siten, etta v;, € V; jolloin siis

Vip+1 € V' \ V; ja oletuksesta w(e) > 0 ja funktion tj11 mdaaritelmasts
seuraa, etta

io+1

s(vio) + w({¥i, Vipr1}) > tiy1(vig1) > > w({¥i_1,¥})

i=1
> S(V,'O) + W({‘7iov ‘7io+1})

Joka on ristiriita. N&in ollen s(vj11) = tj+1(vj+1), voimme valita
Vit1 = VjU{vj11} ja induktio toimii.
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Miten hankalaa on loytaa kahden solmun valisen " etdisyyden” minimi?

Oletamme, ettd [V, E| on yhtendinen (suuntaamaton) verkko ja jokaiselle
kaarelle {vj, v} € E on annettu paino w(e) > 0 (ja w({vj, vc}) = oo jos

{vj, vk} ¢ E) ja tehtdvidna on I6ytaa polku [vo, vi, ..., vk] kahden annetun
solmun vy ja v, Valilld, siten ettad Zjlle w({vj_1,v;}) on mahdollisimman
pieni.

Erads mahdollisuus on laskea summa kaikkien polkujen yli ja valita pienin.
Jos |V| = n ja jos kaikkien solmujen vililld on kaari niin on olemassa

ZJ’T':_()Z (”J_.!Z)! > (n — 2)! yksinkertaista polkua.
Jos kaytamme dynaamista optimointia ja olemme laskeneet optimiarvon
J:lle solmulle niin meidan pitaa laskea uudet testiarvot korkeintaan n — j:lle
solmulle kidyttaen korkeintaan n — j yhteenlaskua ja yhtd monta vertailua
Ja sitten valita niista pienin johon tarvitaan n — j — 1 vertailua. Tasta
seuraa, ettd meiddn pitida laskea korkeintaan Zjnz_ll(n —j)=434n(n-1)
yhteenlaskua ja tehda Zjnz_ll(n —j+n—j—1)=(n—1)? vertailua. Tasts
seuraa, etta yhteenlaskujen ja vertailujen lukumaara kuuluu joukkoon
O(n?) kun verkossa on n solmua.
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Aputulos: Kaarien vaihto

Jos [V, E] on (suuntaamaton) puu, x jay € V, x # y ja [vo, v1, ..., V|
on polku solmusta x solmuun y niin [V, (E U {{x,y}}) \ {{vj=1, vj}}],
missd j € {1,...,k}, on myds puu.

Miksi?

Jos {x,y} € E kaareja ei vaihdeta ja verkko pysyy muuttumattomana
Joten oletamme, ettd {x,y} ¢ E.

Merkitsemme E = (E U {{x,y}}) \ {{vj_1,v;}} ja valitsemme
mielivaltaisesti a ja b € V. Koska [V, E] on puu niin on olemassa polku
[Vo, "1, - .., Vm] Solmusta a solmuun b. Jos nyt on olemassa p siten, etti
Vp_1 = Vj_1 ja Vp = v niin saamme verkossa [V, E] polun a:sta b:hen
kdymailld ensin a:sta v,_1:een polkua [V, ..., Vp_1] pitkin , sieltd x:dan
polkua [vj_1,...,w]| pitkin, sitten y:hyn, sieltd V,:hen polkua [vy, ..., vj]
pitkin ja sieltd solmuun b polkua [Vy, ..., Vm] pitkin. (Jos Vp,—1 = v; ja
Vp = Vj_1 menetelldan vastaavalla tavalla.) Tastd polusta saadaan
yksinkertainen polku poistamalla ylimaaraiset solmut.
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Miksi? jatk.

Jos meilla olisi toinenkin yksinkertainen polku solmusta a solmuun b niin
{x,y} on kaari talld polulla koska muuten alkuperainen verkko [V, E] ei
olisi puu. Tasta syystd myds solmu x tulee ensimmaisena vastaan talla
polulla ja koska [V, E] on puu niin on olemassa vain yksi yksinkertainen
polku solmusta a solmuun x ja solmusta y solmuun b ja siten vain yksi
yksinkerteinen polku solmusta a solmuun b uudessa verkossa.

Jos kaari {vj_1,v;} ei ole mukana polussa [V, 1, ..., Vm] niin on olemassa
tasmallen yksi yksinkertainen polku a:sta b:hen verkossa

[V, E\ {{vj_1,v;}} ja siten my6s verkossa [V, E].
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Minimaalinen virittdva puu ja ahne algoritmi | (Prim)

Oletamme, ettd [V, E| yhtendinen verkko, jossa jokaiselle kaarelle {v;, v}
on annettu paino w({v;j, vc}) ja oletamme myés, ettd T, = [V, E.] on puu
siten, ettd w(Ty) = > .cg w(e) on mahdollisimman pieni. Primin
ahneella algoritmilla konstruoimme puut T; = [V}, E;], j=1,...,n (missd
|\V| =nja Ey =0). Jos E. = E,, niin tdm& algoritmi on optimaalinen ja
jos E, # E,, niin on suurin luku m, 1 < m < n siten, ettd E,, C E,. Olkoon
{x,y} € Eny1 \ Em missd x € Vi, jay € Vipi1 \ Vi jolloin siis

{x,y} ¢ E.. On olemassa polku verkossa T, solmusta x solmuu y (koska
T, on puu). Tdhan polkuun sisdltyy kaari {a, b} siten, ettd a € V, ja

b € V\ Vp,. Jos nyt vaihdamme T,:n kaaren {a, b} kaareksi {x,y} niin
aputuloksen nojalla uusi verkko T, on myéds puu Lisdksi algoritmin
mukainen {x,y}:n valinta takaa etti w(T,..) < w(T,) Tasti seuraa, etti
meilld on optimaalinen puu [V, E..] siten, ettd Ep+1 C E.s josta
induktiolla seuraa, ettd E, on optimaalen virittava puu.
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Minimaalinen virittdva puu ja ahne algoritmi Il (Kruskal)

Oletamme, etta [V, E] yhtendinen verkko, jossa jokaiselle kaarelle {v;, v}
on annettu paino w({vj, vk }). Kruskalin ahneella algoritmilla
konstruoimme metsit M; = [V, Ej], j =0,...,q. Konstruktion mukaisesti
Mg on metsa. Jos My ei ole puu niin on olemassa solmut a ja b niin ettei
niiden valilld ole polku verkossa My. Mutta verkossa [V, E] on olemassa
polku [vo, vi,...,vk| missd vy = a ja vix = b. Olkoon j pienin luku, siten,
ettd solmujen vj_1 ja vj Vélilli ei ole polku verkossa M. (Jos sellainen pari
ei I6ydy niin solmujen a ja b valilld on polku.) Ny voimme verkossa [V, E4]
lisatd kaaren {vj_1, vj} joukkoon E, siten, ettd [V, Eq U {{vj_1,v;}}
edelleen on metsa. Nain ollen algoritmi antaa tuloksena puun.

Seuraavaksi oletamme ettd T, = [V, E.] on puu siten, etti

w(Ts) = > .ce. w(e) on mahdollisimman pieni. Jos E, = E, 1 niin tdm3
algoritmi on optimaalinen ja jos E, # E, niin on olemassa suurin luku m,
1 < m < n siten, ettd E,, C E, ja jos {x,y} € Epmi1\ Em niin {x,y} ¢ E,.

v
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Minimaalinen virittdva puu ja ahne algoritmi Il (Kruskal), jatk.

Puussa T, on olemassa polku vy, vi, ..., vk] solmusta x solmuun y. Koska
M, on puu niin on olemassa indeksi j siten, ettd {vj_1,v;} ¢ E,. Jos

Ew. = EU{x,y} \{vj—1, Vvj} niin [V, E..] on myds puu ja koska T, oli
optimaalinen niin pitee w({x,y}) > w({vj_1, v;}). Koska otimme kaaren
{x,y} mukaan joukkoon En1 niin taytyy olla w({x,y}) = w({vj—1,v})
eli Ty« on myos optimaalinen puu. Induktiolla voimme sitten paatella, etta
tamakin algoritmi antaa optimaalisen tuloksen.
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Milloin loytyy taydellinen pariutus kaksijakoisessa verkossa?

Oletamme, ettd [X U 'Y, E] on kaksijakoinen verkko, jonka osat ovat X ja
Y. Jos A C X niin merkitaan

N(A)={ye Y :Ix(xec A& {x,y} € E)}. Jos M on verkon tiydellinen
pariutus niin |A] < |N(A)| kaikilla A C X koska funktio x € A — y missd
{x,y} € M on injektio pariutuksen maaritelmdn nojalla.

Seuraavaksi osoitamme, ettd jos |A| < |N(A)| kaikilla A C X niin verkossa
[X U Y, E] on olemassa tiydellinen pariutus. Tima patee varmasti jos

|X| =1 ja oletamme, etti se pitee myos kun |X| = k. Jos nyt | X| = k+1
niin valitsemme solmun a € X. Mikali mahdollista valitsemme myds
osajoukon X C X\ {a} siten, ettd \N( )| = |X\ > 0.

Jos tama ei ole mahdollista niin tiedimme, ettd |N( )| > |X | + 1 kaikilla
X c X \ {a} joille patee X # 0. Nyt on olemassa b € Y siten, ettd

{a, b} € E ja ehto "|A| < |N(A)| kaikilla A C X" pétee kaksijakoisessa
verkossa

[(X\{a}) U(Y\{b}), EN({{a, v}y € YIU{{x, b} : x € X })],

koska korkeintaan yksi naapuri poistetaan.
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Milloin [0ytyy taydellinen pariutus kaksijakoisessa verkossa? jatk.
Kun sovellamme induktio-oletusta tdhan verkkoon ja sitten lisdamme
kaaren {a, b} saamme pariutuksen alkuperaiselle verkolle eli vaite patee
my6s kun card(X) = k + 1.

Toisaalta, jos I6ydimme joukon X C X \ {a} siten, etta |[N(X ) = | X| >
niin voimme soveltaa induktio-oletusta verkkoon Gy = [X U N(X), E]
missi E = {{x,y} € E:x € X,y € N(X)}. Mutta oletus "|A| < |N(A)|
kaikilla A C X" patee myos verkossa

Go = [(X\ X) U (Y \ N(X)), { {x,y} € E:x € X\ X,y € Y\ N(X) }
koska jos ndin ei ole jonkin joukon A C X\ X osalta, niin oletus ei ole
voimassa alkuperaisessa verkossakaan joukon AU X kohdalla.
Induktio-oletuksen nojalla ja ottamalla verkkojen Gy ja Gy pariutusten
unioni saamme alkuperaisen verkon pariutuksen, eli vaite patee tassidkin

tapauksessa kun |X| = k + 1. Induktioperiaatteen nojalla toteamme, etta
vaite patee aina.

P
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