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Joukot ja implikaatiot

Olkoon A=1{1,2,3,4}, B={0,3,4} ja

C = {x : x on kokonaisluku > 2}. Mitki seuraavista viitteistd ovat
tosia?

(a) x€ AN C — x € B kaikilla x?

(b) AcB—= CCA?

(c) On olemassa y € C siten, ettiy € B—y ¢ AUB?

(d) y¢ B—y & A kaikillay € C?

Ratkaisu: (a) Koska AN C = {2,3,4} niin pitee 2 € AN C mutta koska
2 ¢ B niin tim3 vdite ei pdde (ja vdite sanoo, etta AN C C B).

(b) Koska 2 € A mutta 2 ¢ B niin ei pdde A C B ja nain ollen implikaatio
AC B — C C A on tosi.

(c) Témdkin véite on tosi koska esim. 2 € C, mutta 2 ¢ B mist3 seuraa,
etti 2 € B on epétosi joten2 € B — 2 ¢ AU B on tosi.

(d) Téma viite on epétosi koska esim. 2 € C ja 2 ¢ B mutta 2 € A joten
2 ¢ A on epitosi.

v
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@ Miksi joukko-oppi ei ole niin yksinkertaista kuin miltd nayttia?
Niin kauan kun tarkastelvissa joukoissa on vain arellisen monta alkiota,

kuten joukossa {1,3,4,7}, ongelmia ei juuri esiinny mutta klassinen
esimerkki ongelmista on jos yritamme maaritelld joukkoa A kaavalla

A={x:x¢x}.

Jos nyt A € A niin x ¢ x ei pdde kun x on A ja A:n maaritelmdn mukaan
A ¢ A ja olemme saaneet aikaan ristriidan. Jos sen sijaan A ¢ A niin ehto
x & x on voimassa kun x on A joten A € A ja taas tuloksena on ristiriita.
Vastaavanlaisia ongelmia syntyy jos sanomme " Tama on valhe” tai jos
puhumme "parturista, joka leikkaa hiukset kaikilla niilla henkiléilld, jotka
eivat itse leikkaa hiuksiaan”.
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% ¥ Induktio
Osoitamme induktion avulla, ettad

n

Zi:1—|—2+3+...n:
=1

n(n+1)

> 1.
5 , n=z

Viite P(n) on siis Y| ;i = "("H) Ja ng = 1. Ndin ollen viite P(ng) on

sama kuin 1 = (1; Y mika p/taa paikkansa. Oleta seuraavaksi, ettd P(k)
on tosi ja k > 1. Koska P(k) patee, niin fozl i= w mista seuraa,
etta
k+1 k
k(k +1)
— 4+ (k+1
i = Z/ +( 5 +(k+1)
i=1 i=1
k k+1)(k+2 k+1)((k+1)+1
:(k+1)<2+1> CES (LS PR 2 VCEIER )

Joka taas merkitsee sitd, ettd P(k + 1) on tosi. Induktioperiaatteen nojalla
toteamme, ettd P(n) patee kaikilla n > 1.

v
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(&) Paattelysaanndt ja todistukset logiikassa

Todistus on lista lauseista joissa jokainen lause on joko aksiomi (eli
oletetaan olevan tosi) tai johdettu aikaisemmista lauseista.
Paattelysaannét ovat seuraavanlaisia:

Ly

Ly

Ln
eli jos Ly, ..., L, ovat lauseita todistuksessa, voidaan todistukseen lisita
lause Q.
Paattelysddnnét perustuvat siihen, ettd L1 & Ly & ... & L, — Q on

tautologia eli on aina tosi ja tarkein paattelysdanté on ns. modus ponens
eli

X =Yy

v
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(@ Paattelysaannot ja todistukset logiikassa

Olkoot p ja q kaksi lausetta. Nyt todistamme, ettd q on tosi jos p & !p on
tosi, eli jos oletetaan ristiriitainen vdite voidaan todistaa mita vaan.
Paattelysaannétding kaytetddn tissa

(a)fly
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@ Paattelysaannot ja todistukset logiikassa, jatk.
Todistus ndyttdd nyt seuraavanlaiselta:

(1) p&!p: Oletus

(2) p: (1)ja (b) missix=pjay=Ip

(3) pla: (2)ja(c)missix=pjay=q

(4) 'p& p: (1)ja (d) missix=pjay=Ip

(5) 'p: (1) ja (b) missix=!pjay=p

(6) a: (3). (4)Jja (a) missi x = p jay = q.

Néin lause q on tullut todistetuksi.
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@ Jirjestetyn parin koordinaatit

Parin [x, y] (tai (x, y)) ensimmainen koordinaatti on (tietenkin) x ja toinen
on y. Jos parin maaritelmaksi otetaan {{a},{a, b}} niin voidaan maaritelld
predikaatit E(p, x) ja T(p,y) jotka sanovat, ettd x on p:n ensimméinen
koordinaatti ja y on p:n toinen koordinaatti seuraavalla tavalla:

E(p,x) = Vz((z € p) = (x € 2))
(tai lyhyemmin ¥z € p(x € z)) ja
T(p,y)=(Bz((z€ p) & (y € p))) &
(Vu(vv(((u € p) & (v e p)) & (l(u=v)) = ((ly € u)) | ({y € v))))))

Té&ssa lausekkeessa on héiritsevan monta sulkua ja voimme myés kirjoittaa
z((zep)& (yep) &Vuvv((uep)&(vep) & (u=v)—=>yeu)|!(ye
v)). Vield lyhyempi muoto olisi

dzeplyep)&VuepVvep((u=v)—=(y¢u)|(y¢v)).

v
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(& Esimerkki osittaisjarjestyksesta

Olkoon X jokin (ei-tyhjd) joukko ja P(X) sen kaikkien osajoukkojen
muodostama joukko (eli ns. potenssijoukko). Joukossa P(X) meilld on
relaatio C: A C B jos ja vain jos A on B:n osajoukko (ja muista ettd
A C B myds kun A = B. Tami relaatio on osittaisjarjestys koska se on

o refleksiivinen: A C A,

o antisymmetrinen: Jos A C B ja A # B niin on olemmassa x € B siten
etti x ¢ A jolloin B ¢ B,
o transitiivinen: Jos A C B ja B C C niin jokainen A:n alkio on B:n

alkio ja koska jokainen B:n alkio on C:n alkio niin jokainen A:n alkio
on C:n alkio, eli A C C.

Lisdksi talld relaatiolla on muitakin ominaisuuksia kuten, etti jos A,

B € P(X) niin joukoille A ja B Iéyty pienin yldraja, eli joukko C siten,
ettd AC C, B C C (eli C on yliraja) ja jos AC D jaB C D niin C C D
(eli C on pienin yldraja). Selvastikin C = AU B. Vastaavasti I6ytyy myés
suurin ala-raja joka (tietenkin) on AN B.
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@ Listat, jonot ja karteesiset tulot funktioina

(*]

Listaa [a, b, c, d]| voidaan tulkita olevan funktio f joukosta {1,2,3,4}
(tai joukosta {0,1,2,3}) joukkoon joka sisiltidd esim kaikki aakkoset
siten, ettd f(1) = a, f(2) = b, f(3) = c och f(4) =d.

Reaalinen lukujono (ap)$2, = (a0, a1, az, . . .) voidaan tulkita olevan
funktio f joukosta Ny joukkoon R siten, ettd f(n) = a, kaikilla

n € Np.

Jos Y; on joukko jokaisella j € J missd J on (toinen) joukko niin

voidaan madritelld karteesinen tulo || jeJ Y; joukkona, jonka alkiot ovat

kaikki funktiot f : J — J;c, Y; siten, ettd f(j) € Y;. Jos Y; =Y

kaikilla j € J niin joukko || jey Yj on tdsmélleen kaikki funktiot

J — Y ja télle joukolle kdytetian merkintia Y eli esim.
Yyl =y x Yy x Y =Y3
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@ Injektio, surjektio, bijektio
Alla oleva verkko esittdsd funktiota f : X — Y:

OYENOBORO
ORONONO

Téssd tapauksessa maarittely- eli Idhtéjoukko on X = {1,2,3,4,5} ja
maalijoukko on Y = {a, b, c,d} ja kyseessi on funktio koska jokainen X:n
alkio on tasmalleen yhden kaaren ldhtosolmu.

Kyseinen funktio ei ole surjektio koska a ¢ f(X) mutta siita tulee surjektio
Jos Y korvataan joukolla Y' =Y \ {a}. Funktion arvot eivit tdsti muutu,
ainoastaan maalijoukko korvataan toisella ja kdytannén kannalta (vaikka ei
ehkd periaatteessa) meilld on edelleen tasmalleen sama funktio.
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@ Injektio, surjektio, bijektio, jatk.

Funktio f ei ole mydskaan injektio koska esim. f(1) = f(4), mutta siitd
voidaan konstruida injektio poistamalla esim. alkiot 4 ja 5 joukosta X ja
rajoittamalla f joukkoon X' = X \ {4,5}. N&in saatu funktio

f|X/ : X" — Y’ on bijektio.
O|ONO,
) © )

Jokaisella bijektiolla on kdanteisfunktio ja tdssa tapauksessa sen
verkkoesitys on seuraavanlainen:

oloAS

fixl :X/—> Y,
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Surjektioiden A — B lukumaara kun |A| = mja |B|=n

Oleta B = {bl, ..., b } Olkoon F = B kaikkien funktioiden A — B
Joukko ja Fj = (B\ {b WA C F kaikkien funktioiden A :— B\ {b;} joukko
eli niiden F n alkoiden f joukko joille patee, ettd f(x) # b; kaikilla x € A.
Surjektioiden joukko on siten F\ U F;. Nyt F N FN...NFj on
joukko (B \ {bj,, bjy, - .. bj, })* johon kuuluvat kaikki funktiot A — B jotka
eivat saa arvoja bj,,...,bj,. Jos1 < j1 < ... < j, < nniin

|Fi, NF, N ... Fj| = (n—r)™. Koska on (") eri tapaa valita indeksit

1 < j1 <...<Jjr < n niin seulaperiaatteesta seuraa, ettd surjektioiden

A — B lukumaara on

- (kz;w“(g)(n - k)m> - g(_l),C)(n — 3
S ()
r=0

Huomaa, ettd kun m < n ei ole surjektioita A — B joten
S o(=1)""(")r™ =0 kun m < n, miki ehk ei ole aivan ilmeista.
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Monellako tavalla voidaan sijoittaa k identtista palloa n:aan
identtiseen laatikkoon?

Olkoon A(k, n) tima lukumaard. Koska voimme sijoittaa k > 0 palloa
1:een laatikkoon vain yhdelld tavalla niin A(k,1) =1 kun k > 0. Jos k =0
niin kaikki laatikot ovat tyhjid ja meilld on vain yksi vaihtoehto eli

A(0,n) =1 kaikilla n > 1.

Oleta nyt, ettd k > 1 jan > 2. Olkoon j (j > 0) pallojen lukumaars siina
laatikossa missad on véhiten palloja. Eri j:n arvoilla saadaan varmasti
erilaisia vaihtoehtoja. Nyt sijoitamme ensin j palloa jokaiseen laatikkoon ja
sen jalkeen jiljelld olevat k — n - j palloa niihin n — 1:een laatikkoon joissa
voi olla enemman kun j palloa ja tdma on mahdollista A(k —n-j,n—1):ll4
eri tavalla. Jos j > % niin k — n - k < 0, joten rekursioyhtaloksi tulee

14
A(k,n) =Y A(k—=n-j,n—1).

Jj=0
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Esimerkki

Tentissad valvojat jakavat 150 tehtdvapaperia 160:/le tenttijalle. Monellako
tavalla tima on mahdollista?

Téassd oletetaan, etta tehtavapaperit ovat identtiset mutta tenttijit eivat
ole.

Ensimmdinen, jarkeva, vaihtoehto on ettd jokaiselle tenttijalle annetaan
korkeintaan yksi paperi. Silloin on kysymys siitd monellako tavalla voimme
160 henkilén joukosta valita ne 150, jotka saavat paperin. Tassa on kyse
valinnasta palauttamatta kun jirjestykselld ei ole merkitysta, joten

vaihtoehtoja on 1603 _ (160
Y 150) — \ 10

Toinen, vdhemman jarkeva, vaihtoehto on, ettei aseteta mitadn rajoituksia
montako paperia sama henkilé voi saada. Silloin valvojat valitsevat 150
kertaa tenttijdn, jolle paperi annetaan, joukosta, jossa on 160 alkiota,

"palauttaen” eika valintajarjestykselld ole merkitysta. Vaihtoehtojen
150 + 160 — 1> 309!

160 — 1 ~ 1591 150!

lukumaaraksi tulee silloin (

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0402 Diskreetin matematiikan perusteet 3. huhtikuuta 2014 15 / 15



	Joukko-oppi ja logiikka
	Induktio
	Todistukset logiikassa

	Relaatiot ja funktiot
	Kombinatoriikka

