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Palauta P-tehtdvit (ja vastaa S-tehtdviin) viimeistddn 30.3.2015 klo. 16.
Muista Kirjoittaa nimesi, opiskelijanumerosi ja harjoitusryhmaisi!

P1. Funktio o : {0,1,...,12} — {0,1,2...,12} joka on méiritelty kaavalla a(z) =
mod (3 - x, 13) on bijektio (koska syt (3,13) = 1). Kirjoita « syklien tulona ja miéritd a:n
radat eli joukot { o’(z) : 7 >0} kunz € {0,1,...,12}jac/ =gqoao...0q.

J
Vihje: Esimerkiksi sykli 5 = (1 2 4) on bijektio joka toteuttaa ehdot 5(1) = 2, f(2) = 4
ja 8(4) = 1 ja f(z) = x kaikilla muilla x ja sen radat ovat {1,2,4} ja joukot {x} kaikilla
ze{0,1,...,12}\ {1,2,3}.

P2. Maiiritd ryhmé G, joka muodostuu kaikista alla olevan verkon
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solmujen permutaatioista f siten, ettd jos solmujen a ja b vililla on kaari (eli a ja b ovat naapu-
reita), niin myos solmujen f(a) ja f(b) on kaari, (eli nekin ovat naapureita). '

| Miéiritd myds ryhmin sykli-indeksi (¢ x = ﬁ > req Crx missd Crx(th, - t,) = 8-
32 - ... - tJ» kun j; on permutaation f k-pituisten ratojen lukuméaéra.
Vihje: Jos f on tillainen permutaatio niin f(a):lla on yhti monta naapuria kuin a:lla joten
péittele ensin miti voit sanoa solmusta f(a) kuna = 2, 4, 6 ja 5.

Q@i%zz + &5z + Ghie + by + }322 & = (872 *19) X'DY :snejsep

P3. Olkoon X lauta jossa on 2 X 3 nelioti, joiden sivut ovat ko rdinaattiakselien suuntaisia ja
laudan keskipiste on origossa.
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Symmetriakuvaukset ovat rotaatiot origon ympéri kulmien O tai 7 verran ja peilaukset x- ja
y-akselien suhteen. Jos nelidt numeroidaan 1, 2, 3,4, 5, 6 positiiviseen suuntaan niin niméi ku-
vaukset ovat permutaatiot (1), (1 4)(2 5)(3 6), (1 5)(24)ja(12)(3 6)(4 5). Ndmi permutaatiot
muodostavat ryhmén G (mutta téti ei tarvitse tarkistaa). Midritd sykli-indeksi (¢ x ja sen avulla
monellako tavalla laudan neli6itid voidaan “virittdda” 4:114 ”varilla”.

Vihje: Mité Pélyan lause sanoo tillaisessa tapauksessa?
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P4. Montako erilaista helminauhaa voidaan valmistaa kayttimalld 4 valkoista ja 4 mustaa

helmed. Téssd kaksi helminauhaa pidetdéin samoina jos toinen saadaan toisesta rotaatiolla ja/tai
peilauksella, toisin sanoen, symmetriaryhmé on diedriryhmi. Muista, ettd diedriryhmén D,,, jo-
ka muodostuu sddnnéllisen n-kulmaisen monikulmion rotaatioista ja peilauksista, sykli-indeksi
on
n (42 t2tg_1> jos n on parillinen,
gDmNn(tl,tQ,...,tn):zizgo(d)t;+ 4(1_? iz ) ) P
LT stity? jos m on pariton,

missé ¢(d) on Eulerin funktioeli p(d) = [{j € Z:0<j<d—1, syt(j,d) =1}|.
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P5. Olkoon Ay (alternoiva ryhmi) niiden joukon {1,2,3,4} permutaatioden muodostama
ryhmé, joiden merkki on +1. Joukkoon A, kuuluu silloin 8 permutaatiota a, joille pitee a® = e
eli permutaatiot (12 3), (132), (134) jne., permutaatiot (12)(34), (13)(24), (14)(23) janeut-
raalialkio (eli identiteettifunktio) e = (1) jolloin siis |A4| = 12.
Oleta, ettd H on A,:n aliryhmi siten, ettd |H| = 6.
Osoita, ettd tama johtaa ristiriitaan seuraavalla tavalla:

(a) Osoita, ettd jos a € A4 niin ainakin kaksi sivuluokista H, aH ja a®> H ovat samat.

(b) Olkoon a € A, sellainen, ettd a® = e. Osoita (a)-kohdan avulla, etti a € H.

(c) Osoita, ettd |H| > 8 eikd |H| = 6.

Vihje: Jos H on ryhmiin G aliryhmé, ja x, y € G niin |vH| = |yH| ja joko xtH NyH = ()
tai tH = yH ja jalkimmiiseesi tapauksessa v~ 'y € H. Huomaa my®ds, ettd jos a® = e niin
a’? = a~! ja jos x kuuluu johonkin aliryhméiéin myds ' kuuluu kyseiseen aliryhmén.

Huom! Sivuluokkien ominaisuuksista seuraa, ettd jos H on G:n aliryhmd niin |H | jakaa |G|:n
ja timd esimerkki osoittaa, ettid jos m jakaa |G|:n niin ei vélttimittd 16ydy G:n aliryhmaid H
siten, ettd |H| = m



