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& % Joukot & W Joukko-opin perusmerkintdja
@ Joukko-opissa peruskasite on € eli x € A kun "alkio x kuuluu @ Yhdiste tai unioni: x € AU B jos ja vain jos
Joukkoon A" ja x ¢ A kun "alkio x ei kuulu joukkoon A". x € A tai x € B.
e Merkintitapoja: {2,4,5,8} on joukko jonka alkiot ovat 2, 4, 5 ja 8 ja o Leikkaus: x € AN B jos ja vain jos x € A ja x € B.
{4,5,...2014} on joukko, jonka alkiot ovat kaikki kokonaisluvut j
Joille pitee 4 < j S, 2014. ) ) e Joukkoerotus: x € A\ B jos ja vain jos x € A mutta x ¢ B.
{x€ A:P(x)} tai {x:x €A, P(x)} on joukko johon kuluvat ne
Joukon A alkiot joille viite P(x) on tosi ja yleisemmin Osaioukko: A C B ios iokainen A:n alki se Bon alki
{ lauseke : ehto } on joukko johon kuuluu lausekkeen antamat @ YoYourKo- A = B Jos jokainen £ alkio on myos B.n atkio. @
alkiot kun ehto on voimassa, esim. N ] o ] ]
{x%:2 < x < 10, x on kokonaisluku} = {9,16,25, ...,81}. ° I-DOT:SSUOUkkO: P(A) on joukon kaikkien osajoukkojen muodostama
o Tyhji joukko: ) = {} on tyhja joukko johon ei kuulu yhtazn alkiota, JoHrro. _ _
eli x € ) on aina epétosi. o Yhtaldisyys: A= B jos AC B ja B C A.
@ A = B jos on totta, ettd x € A jos ja vain jos x € B, eli esimerkiksi o Komplementti: A° = Q\ A jos A C Q ja on selvdd mika Q on. o
{1,2,2,3} ={3,2,1}.
o Ei-negatiiviset kokonaisluvut joukkoina: Jos O "on” luku O niin {0} e Yhdiste tai unioni: x € Ujc jA; jos ja vain jos x € A; jollakin j € J.
“on” luku 1, {0, {0}} "on” luku 2, {0, {0}, {0, {0}}} "on” luku 3 jne. | o Leikkaus: x € NjcjA; jos ja vain jos x € A; kaikilla j € J.
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@ Propositiologiikka eli lausekalkyyli

9 | Jos a ovat b lauseita tai vditteitd, jotka voivat olla tosia tai epdtosia mutta
Huom! ei mitdan silta valilta niin
Usein kirjoitetaan A C B:n sijasta A C B ja silloin kirjoitetaan A C B kun

) ’ ; @ lause a ano b on tosi kun a on tosi ja b on tosi
A on B:n aito osajoukko, eli A C B mutta A # B.

/ @ Lause aor b on tosi kun a on tosi tai b on tosi (ja my&s kun
molemmat ovat tosia).

& % Standardimerkintdja

e No=1{0,1,2,3,...} on luonnollisten lukujen (missd 0 on mukana)
joukko.

@ Lause not a on tosi kun a ei ole tosi eli a on epatosi.

@ Lause a — b on tosi kun (not a) or b on tosi, eli kun b on tosi tai a on

) _ , o epatosi.
@ Merkinnalld N tarkoitetaan joskus Ny ja joskus

{1,2,3,...} = Ny \ {0}.
o Z=1{...,—-2,-1,0,1,2,3,...} on kokonaislukujen joukko.
e Q={ s :p,q €7Z, q # 0} on rationaalilukujen joukko.

@ Lause a <> b kun (a — b) ano (b — a) on tosi.

Matemaattisessa logiikassa kaytetdan yleisesti ano:n sijasta /\, or:n sijasta
V ja not.n sijasta —.

@ R on reaalilukujen joukko. ¥ Implikaatio —

Logiikan lause a — b ei tiysin vastaa jokapdivéisen kielenkaytén "jos a
niin b” koska se on tosi kun a on epatosi eika silld valttimattd ole mitdan
tekemistd syy-seuraus suhteen kanssa.
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@ Predikaattilogiikka

& Prioriteettijarjestys
S Jos ei kdytetd sulkuja, joilla tietenkin on korkein prioriteetti, niin loogiset
o Lause Ix P(x) on tosi kun on olemassa x siten, ettd P(x) on tosi. konnektiivit evaluoidaan tavallisesti seuraavassa jirjestyksessi: Ensin nor,
Predikaattilogiikka on lausekalkyylin laajennus, jossa operaatioden eli sitten ¥/ ja 3, sitten anp ja or ja lopuksi — ja <. )
konnektiivien (not, ano, or, — ja <) lisidksi kdytetddn universaali- ja
eksistenssi kvanttorit ¥ ("kaikilla") ja 3 ("on olemassa”), ja lauseiden YVx e AjadxeA
lisaksi kdytetddn muuttujia x,y, ... ja predikaatteja P, Q, .. .. Lauseet Vx € A(P(x)) ja 3x € A(P(x)) ovat lyhenteits lauseista

Predikaateilla on darellinen maard argumentteja, esim. P(x), Q(x,y), jne.,

ja predikaatti joiden argumenttien lukumaara on 0 on lause. Vx(x € A= P(x)),

Predikaattien lisiksi voidaan kdyttaa funktioita joiden arvot kuuluvat Ix (x € A ano P(x)),
samaan kasiteltavaan aihepiiriin ("domain of discourse”) kuin muuttujat. ja tarkoittavat (tietenkin) ettd "kaikilla A:n alkiolla x pitee P(x)” ja "on
Funktio, jolla ei ole muuttujaa on vakio. Funkiot ja vakiot voidaan esittda olemassa A:n alkio x, jolla P(x) patee”.

predikaattien avulla, mutta se on usein kémpelé vaihtoehto.
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¥ ¥ Negaatio not, konnektiivit ano ja or sekd kvanttorit V ja 3
Kaikilla lauseilla a ja b patee
not (a anp b) <> (noT a) or (noT b),
noT (2 or b) <+ (noT a) anp (noT b),
eli esimerkiksi not (a anp b) on tosi tismalleen silloin kun not a or not b on
tosi ja lause not (a anp b) <> noT a or noT b on tautologia koska se on tosi

rilppumatta a:n ja b:n totuusarvoista.
Samoin kaikilla predikaateilla P patee

not (Vx(P(x))) <> 3x(not P(x)),

NOT (HX(P(X))) <~ VX(NOT P(X)).

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto)

% % Induktioperiaate

Jos P(n) on viite (joka kaikilla n > ng on joko tosi tai epatosi) ja

(a) P(no) on tosi

(b) P(k+ 1) on tosi jos P(k) on tosi (eli P(k) — P(k + 1) on tosi) kun
k > no

niin P(n) on tosi kaikilla n > no.

Joskus on tarpeen ottaa induktio-oletukseksi vaite, etta P(j) on tosi kun

no < j < k sen sijaan ett3 pelkdstdan oletetaan, ettd P(k) on tosi.
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% Miksi induktioperiaate toimii?

Olkoon E ={n€Z:n> nyg, P(n) ei ole tosi }. Oletamme, ettd E ei ole
tyhja, eli ettd P(n) ei ole tosi kaikilla n > ng. Silloin joukossa E on pienin
alkio. Olkoon tama luku ny. (a)-kohdan nojalla ny # ng joten ny > ng
Jolloin k = n; —1 > ng. Koska ny oli pienin alkio joukossa E vaite P(k) on
tosi jolloin (b)-kohdasta seuraa, ettd P(k + 1) = P(n1) on tosi. Mutta
koska ny € E niin tima on ristiriita joten oletus, ettd E ei ole tyhji ei pida
paikkansa vaan P(n) on tosi kaikilla n > no.

4

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto)
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@ Suora, kainteinen suora ja epasuora paittely
o Suorassa paittelyssa johdetaan vdite "suoraan” oletuksista.

o Jos pitds osoittaa, ettd oletuksesta a seuraa véite b, niin kdanteisessa
suorassa, eli kontrapositiivisessa, paattelyssd osoitetaan, etta jos viite
b ei ole tosi niin silloin oletus a ei my6skdan ole tosi. Tama perustuu
sithen ettd lause a — b on ekvivalentti lauseen (not b) — (noT a)
kanssa.

o Epdsuorassa paattelyssa oletetaan, ettid vdite b ei pade ja johdetaan
siitd ristiriita. Tdss3 siis osoitetaan (annetuilla oletuksilla) ettd lause
(not b) — (c anp (noT €)) on tosi. Mutta tim3 lause on
(noT (noT b)) or (¢ anp (noT €)) ja koska (c anp (noT €)) on epétosi niin
(not (noT b)) eli b on tosi.

Kééanteinen suora paattely on erikoistapaus epdsuorasta paattelystd koska
ristiriidaksi tulee a ano (noT @) jos oletetaan, etti a — b ei ole tosi eli
a anp (noT b) on tosi ja osoitetaan, ettd (not b) — (noT a) on tosi.
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¥ W Karteesinen tulo
Kahden joukon X ja Y karteesinen tulo X x Y on joukko johon kuuluvat
kaikki jarjestetyt parit a, b] (tai (a,b)) missia€ X jabe'Y, eli

XxY={[abl:acXjabeY}

Jarjestyn pari [a, b| maaritelmaksi otetaan tdssd joukko {{a},{a, b}}.
(Muitakin mahdollisuuksia on olemassa ja harvoin titd maaritelmaa
todella joudutaan kayttimain.)

% % Relaatiot

Relaatio joukosta X joukkoon Y (tai relaatio joukossa X jos Y = X) on
karteesisen tulon X X Y osajoukko.
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% Verkko?

Verkko, eli graafi muodostuu joukosta solmuja ja joukosta niiden vailisid
kaaria (tai linkkeja), esim néin:

04A~o

Suunnatussa verkossa jokaisella kaarella on Iihtésolmu ja kohdesolmu kun
suuntaamattomassa verkossa ei tehda eroa laht6- ja kohdesolmun valilla.

e Suunnattu verkko on jarjestetty pari [V, E] (V ="vertex”,
E ="edge") missd V' on joukko (tavallisesti darellinen ja ei-tyhja) ja
E Cc V x V, eli E on relaatio joukossa V .

e Suuntaamaton verkko on jarjestetty pari [V, E] missd V' on joukko
(tavallisesti darellinen ja ei-tyhja) ja E C {{a,b} :a€ V,be V}.

Suuntaamaton verkko voidaan myés ajatella olevan suunnattu verkko
miss3 relaatio E on symmetrinen, eli [a, b] € E — [b,a] € E.

v
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% Ekvivalenssiluokat
Jos X on ei-tyhjad joukko ja ~ on ekvivalenssirelaatio joukossa X, eli ~ on
refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, niin se jakaa joukon X
osajoukkoihin Yj # 0, j € J joita kutsutaan ekvivalenssiluokiksi siten, etta
° UJ'E_/YJ' = X,
o YiNY,=0 josj+#k,
@ a~ b < a jab kuuluvat samaan joukkoon Y.
Usein ajatellaan, ettd kaksi alkiota jotka ovat ekvivalenttia, eli niiden
muodostama pari kuuluu relaatioon ~, ovatkin "samat” jolloin joukon X

sijasta tarkastellaan joukkoa { Yj: j € J}, jonka alkiot ovat
ekvivalenssiluokat.
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@ Erilaisia relaatioita joukossa X
Relaatio W joukossa X on
o refleksiivinen jos [x,x] € W kaikilla x € X.
e symmetrinen jos [x,y] € W — [y, x] € W kaikilla x jay € X.

e transitiivinen jos [x,y] € W anp [y, z] € W — [x,z] € W kaikilla x, y
jaze X.

@ antisymmetrinen jos [x,y] € W ano x # y — [y, x] ¢ W eli
[x,y] € W anp [y, x] € W — x =y kaikilla x jay € X.

e asymmetrinen jos [x,y] € W — [y, x] ¢ W kaikilla x jay € X.

@ totaalinen tai taydellinen jos [x,y] € W or [y, x] € W kaikilla x ja
y e X.

e ekvivalenssirelaatio jos W on refleksiivinen, symmetrinen ja
transitiivinen.

o osittaisjajestys jos W refleksiivinen, antisymmetrinen ja
transitiivinen.

Usein kirjoitetaan [x,y]| € W:n sijasta x\Wy esim. x < y eikd [x,y] €<.

b
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% % Funktiot
Jos X ja Y ovat joukkoja niin funktio f : X — Y on relaatio joukosta X
joukkoon Y eli X x Y :n osajoukko siten, ettad

@ jokaisella x € X on olemassa y € Y siten, etta [x,y]| € f.

@ jos [x,y1] € f ja [x,y2] € f niin y1 = y».
Tavallisesti funktio esitetdan siten, ettd [x,y] € f jos ja vain jos y = f(x)
(vaikka xf tms. voisi olla parempi merkintitapa jos luetaan vasemmalta oikealle).
Toisin sanoen, funktio f joukosta X joukkoon Y on "sdant6”, joka
Jokaisella x € X antaa vastaukseksi yksikasitteisen alkion y = f(x)
Jjoukosta Y.

@ Jos f : X — Y on funktio niin X on sen maarittely- eli lahtojoukko ja
Y on sen maalijoukko.

o YX = {f:f on funktio joukosta X joukkoon Y }.
@ Josf : X — Y on funktio ja A C X niin fiy: A— Y on funktio f

rajoitettuna joukkoon A eli relaationa
fia=1{lxyl:[xylef, xecA}.

v
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& Anonyymit funktiot

Voidaan puhua esim. luvusta 2 ilman sekaantumisen vaaraa, mutta jos
puhutaan lausekkeesta x + 3 ei ole valttimatta selvaa tarkoitetaanko
funktiota, joka antaa tulokseksi argumenttinsa johon on lisitty 3 vai
tdman funktion arvo kun argumentti on x. Jos tarkoitetaan funktiota eiki
sen arvoa niin voidaan kirjoittaa x — x + 3 tai @(x)x+2 taj
function(x){return x+3;} tai jotain muuta vastaavaa.

% ¥ Injektiot, surjektiot ja bijektiot

Funktio f : X — Y on
@ injektio jos f(x1) = f(x2) — x1 = xo kaikilla x1, xp € X.
@ surjektio jos kaikillay € Y on olemassa x € X siten, ettd f(x) = y.
@ bijektio jos se on sekd injektio ettd surjektio.

Ekvivalentti maaritelma on, ettd f : X — Y on injektio jos

x1 # xp — f(x1) # f(x2) kaikilla x1, xo € X ja f on surjektio jos
arvojoukko f(X) = { f(x) : x € X } on sama kuin maalijoukko Y eli
f(xX)y=Y.
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% ¥ Ordo eli Iso-O: f € O(g)

e Jos g on funktio, joka on maaritelty kaikilla " riittavan isoilla”
kokonaisluvuilla niin f € O(g) kertoo ettd myds f on maaritelty
kaikilla "riittdvan isoilla” kokonaisluvuilla ja on olemassa vakioita C¢
ja N siten, etta

[f(n)] < Crlg(n)], n > Nr.

e Taman merkinnan kayttd tarkoittaa myds sita, ettei ole erityisen
oleellista mita vakiot Cr ja Nf oikeasti ovat tai miten pieniksi niitd voi
valita.

e Usein kirjoitetaan f € O(g):n sijasta f(n) = O(g(n)) ja silloin
merkinndlld O(g) tarkoitetaan jokin funktio f , jolla on se
ominaisuus, ettad |f(n)| < C|g(n)| kun n> N.

o Jos O(n) + O(n?) C O(n?) sijasta kirjoitetaan O(n) + O(n?) = O(n?)
niin pitda muistaa, ettei tastd seuraa O(n) =0/

@ Tissa kasitellan yksinkertaisuuden vuoksi vain (tietyilld) kokonaisluvuilla mariteltyja funktioita ja ainoastaan mita

X4 7X3
x3+x2

tapahtuu kun n — oo mutta se ei ole mitenkain oleellista. Esimerkiksi pitee myés € O(x) kun x — 0.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0401 Diskreetin matematiikan perusteet 30. syyskuuta 2015 19 / 32

% Yhdistetyt funktiot ja kiinteisfunktiot

@ Josf: X — Y jag:Y — Z ovat kaksi funktiota niin
h=gof: X — Z on funktio h(x) = g(f(x)).

@ Josf: X —=Y,g:Y — Zjah:Z— W ovat funktioita niin
(hog)of =ho(gof) joten tima funktio voidaan myés kirjoittaa
muodossa ho go f.

@ Jos f : X — Y sellainen funktio, ettd on olemassa funktiog : Y — X
siten ettd (go f)(x) =x ja(fog)(y) =y kaikillax e X jayeY
niin f on kdidntyva, g on f:n kdanteisfunktio ja tavallisesti kirjoitetaan
g=f"

@ Funktio f : X — Y on kdantyva jos ja vain jos se on bijektio.

@ Jos f: X — Y on kaidntyvi niin (f 1)~ = f eli kdanteisfunktio on
myds kaantyva ja sen kddnteisfunktio on f.

Huomaa ,ettei f~* ole sama funktio kuin h(x) = f(x) ™" joka edyllyttss etti Y:n (tai ainakin arvojoukon) elementeilli on

kaénteeisalkioita mika on esim. tilanne joukossa R \ {0} mutta ei joukossa Z.
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¢ Joukon mahtavuus eli alkioiden lukum3aara

@ Kahdella joukolla A ja B on sama lukumaaré alkioita |A| ja |B| eli ne
ovat yhtd mahtavia, jos on olemassa bijektio A — B.

Joukolla A on vahemman tai yhtd monta alkiota kuin joukolla B, eli
|A| < |B|, jos on olemassa injektio A — B. Erityisesti, |A| < |B]| jos
ACB.

Joukolla A on vihemman alkioita kuin joukolla B, eli |A| < |B
on olemassa injektio A — B mutta ei bijektiota A — B.

Jos A=1{0,1,2,...,n—1} niin |A] = n.

Joukko A on &arellinen jos on olemassa n € Ny siten, ettd |A| = n.

, Jos

Joukko A on numeroituva jos |A|=|N| ja ylinumeroituva jos |A| > |N]|.

¥Huom!

Jotta ndma mdaaritelmat olisivat jarkevid pitds osoittaa, ettd on olemassa
bijektio {0,1,2,...,n—1} — {0,1,2,...,m — 1} jos ja vain jos m = n ja
jos on olemassa injektioita A — B ja B — A niin I6ytyy myds bijektio
A— B.
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@ % Summaperiaate, yksinkertaisin muoto
Jos A ja B ovat kaksi (darellistd) joukkoa siten, ettd AN B = () niin

|AU B| = |A| +|B|.

Téasta seuraa, ettd jos B C A niin |A\ B| = |A| — |B].

@ % Tuloperiaate, yksinkertaisin muoto
Jos A ja B ovat kaksi (darellista) joukkoa niin

Ax Bl =|A|-|B].

@ % Lokero- eli kyyhkyslakkaperiaate

Jos m > 1 esinettd laitetaan n > 1 lokeroon niin ainakin yhdessi lokerossa
m

on vahintaan {—1 esinetta!

n
Miksi? Jos yhdessd lokerossa olevien esineiden lukumdaérien maksimi on k
niin k - n > m joten k > " ja koska maaritelman mukaan [77] on pienin
kokonaisluku joka on > T niin k > [].
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& % Tuloperiaate

Jos valinta- tai padtdsprosessissa on k vaihetta ja vaiheessa j on n;
vaihtoehtoa, riippumatta siitd mitd valintoja tai paatoksia on
aikaisemmissa vaiheissa tehty, ja jos kaikki valinnat johtavat erilaisiin
lopputuloksiin, niin kaikkien vaihtoehtojen lukumaaraksi tulee

n-np-...-Ng

Toisin sanoen, jos
C={(a,x,....x) :x1 €A1, 2 € Ao sy -y Xk € Ak an |

missd |A1| = ni1, jokaisella x; € Ay patee |Az x| = n2 ja yleisesti jos x; € Ay,
X2 € Az, X3 € A3 x, JNe€., niin patee |A; . . . x| = nj, 1 <j <k, niin silloin

[Cl=n1-np-... ng.

4
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@ W Seulaperiaate eli yleistetty summaperiaate
Jos Aj, j=1,2,... ovat darellisia joukkoja niin

|A1 U Ap| = [A1]| + |Az| — [A1 N Ay,

|A1 U A, UA3’ = ‘Al‘ + ’AQ’ + ‘A3‘ — ’Al ﬂAg‘ —

— |A2 N As| + |AL N A2 N Az,

Usl=-Yco= Y |Nal

j=1 r=1 1< <jp<...<jr<k i=1

’Al ﬁA3‘

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto)

% % Kertoma

Jos n on positiivinen kokonaisluku niin
n=1.2-...-(n—1)-n.

Lisdksi 0! = 1.
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% % Binomikerroin

Jos n ja k ovat kokonaislukuja siten, ettd 0 < k < n niin

o)==
(&) -7

Jjolloin (Z) = (nﬁk)'

% % Multinomikerroin

Josn; >0 kunj=1,2,...,mjan=ny+n+...0ny nin

< n ) n!
ni,ny,...,Nm ni!-nol- ... ng!

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto)
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& Jarjestetty otos
A on joukko jossa on n alkiota (eli |A| = n).
@ Jos valitaan k alkiota joukosta A ja muodostetaan niistd jono
[x1, X2, ..., xk| ja tehdddn tdma palauttamatta, eli samaa alkiota ei

valita monta kertaa jolloin x; # x; kun i # j niin saadaan ns.
k-permutaatio. Niiden jonojen eli k-permutaatioiden lukumaarad on

tuloperiaatteen nojalla

n'(n—l)'---'(”_kJrl):(nﬁ—!k)! <Z>:<nﬁk)

@ Jos valitaan k alkiota joukosta A ja muodostetaan niistd jono

% % Otos palauttamatta kun jirjestysti ei oteta huomioon

Jos joukosta A, jossa on n alkiota, valitaan valitaan osajoukko johon
kuuluu k alkiota, eli valitaan k alkiota palauttamatta, (jokaista alkiota
voidaan valita korkeintaan kerran), eika valintajirjestykselld ole merkitystd
niin vaihtoehtojen lukumaara on

[x1,X2,..., x| ja tehdddn tima palauttaen, eli voidaan valita sama Miksi? Jos kyseinen lukuméra on b(n, k) niin palauttamatta otettujen
alkio monta kertaa jolloin ainoa vaatimus on, ettd x; € A kun Jérjestettyjen otosten lukumé&ara on b(n, k) - k! koska k alkiota voidaan
1 < j < k niin tuloperiaatteen nojalla naiden jonojen lukumaara on jarjestda jonoksi k! eri tavalla. N&in ollen b(n, k) - k! = (nf—'k)l Jjoten
k _ ok '
|A|* = n". b(n, k) = (}).

Huomaa, ettd molemmissa tapauksissa on oleellista ettd kyseessa on
jarjestetty otos eli silld, missa jarjestyksessa alkiot valitaan A:sta, on

merkitysta.
»
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@ % Otos palauttaen kun jarjestysti ei oteta huomioon

Jos joukosta A, jossa on n alkiota, valitaan k alkiota palauttaen, eli
voidaan valita sama alkio monta kertaa, eikd valintajarjestykselld ole

merkitystad niin vaihtoehtojen lukumaara on L . . .
A i val k{|- N g 1” ktn—1 % % Otos palauttamatta, palauttaen, valintajirjestykselld merkitysta,
= : ei merkitysta: Yhteenveto
n-t ) Valitaan k alkiota joukosta, j Iki
Miksi? Olkoon A = {x1,x2, ..., xn}. Kun valitsemme k alkiota, palauttaen, alitaan k alkiota joukosta, jossa on n alkiota:
Jjoukosta A eikd jarjestykselld ole merkitystd niin voimme esittaa tuloksen ‘ palauttamatta  palauttaen
esim. nain: . ' nl P
| || ’ ’ ’ Valintajarjestyksella on merkitysta —_— n
* % * * ok K * ok * * (n— k)!
- r—JrJrJr—J—Jtr—JrJ—JrJrJr—Jr 1L JLr_JL_1
Tama on tulkittava siten, ettd olemme kaksi kertaa valinnet xq:n, kerran Velinta neetykeeliaedoiemer kit <n> <k +n— 1>
k n—1

Xo:n, ei kertaakaan xs:ta, kolme kertaa x4:n, kaksi kerta xs:n ja kolme
kertaa xg:n joten tdssin=6jak=2+14+0+3+2+3 =11
Jokainen valinta vastaa listaa missd on k alkiota x ja n — 1 erotusmerkkia
, eli pituus on k 4+ n—1, ja valitsemme jonosta ne n — 1 paikkaa, joihin
sijoitamme erotusmerkit | jolloin alkiot x sijoitetaan jaljelle jaaviin
paikkoihin (tai painvastoin). Tama on otos palauttamatta missi
valintajarjestyksella ei ole merkitysta
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& % Allokointimallit eli vaihtoehtoinen ajattelutapa
On sijoitettava k palloa n:ddn numeroituun laatikkoon.
o Numeroidut pallot <+ Valintajarjestykselld on merkitysta.
@ Identtiset pallot <+ Valintajirjestykselld ei ole merkitysta.
@ Jokaiseen laatikkoon korkeintaan yksi pallo <+ Valinta palauttamatta.

o Jokaiseen laatikkoon mielivaltainen maara palloja <+ Valinta

palauttaen.
Pallojen lukumaara laatikoissa
<1 ei rajoituksia
. n!
Numeroidut pallot | ——— n*

(n— k)!

. n k+n—-1

Identtiset pallot
k n—1
30. syyskuuta 2015 29 / 32

% Binomi- ja multinomikaavat

(x+y)' = zn: <'.7>xjy”‘j,

=0 M
n__ n ny Nm
Ca+...+xm)"= o o X X
N e — 1,25 1m
anO

Miksi? Binomikaava on erikoistapaus multinomikaavasta koska

(7) = (o) ja multinomikaava patee koska (x1 + ...+ xm)" voidaan
kirjoittaa summana jossa on m" termia jotka ovat tyyppid y1-y2 - ... ¥n
missa jokainen y;j € {x1,x2,...,Xm}. Jokainen muotoa x;" - ... xm termi
syntyy siita, ettd joukko {1,...,n} jaetaan osajoukkoihin A;, j=1,...,m
siten ettd i € A; jos ja vain jos y; = x; jolloin siis |A;j| = nj. Téllaisia

osituksia on tasmalleen ( n n2”. ) nm) kappaletta.
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% % Multinomikertoimet

n n!
= | I n=ny+n+...+ nnp.
ny,na,...,Nm nt-npt-... - Nm:

n
° < ) on vaihtoehtojen lukumaara kun joukko A jaetaan
n].) n27 b nm
osajoukoiksi Aj, j =1,...,m siten, ettd U1 A; = A, AiN A; =0 kun
175_/, ja |Aj| = nj.
n
° ( ) on vaihtoehtojen lukumaérara kun jarjestetdan m
ny, N2,...,Nm
oliota tyyppia y1, np tyyppid y» jne. missa n=ny + np + ...+ ny, ja
samaa tyyppid olevat oliot ovat identtiset.
e Jos A on joukko, jossa on n alkiota ja B = {y1,...,ym} on joukko,

jossa on m alkiota ja ni, ny, ..., ny, ovat ei-negatiivisia lukuja siten,

etti ny +np +...n, = n niin > on niiden funktioiden

ny,np,...,Nm
f: A— B lukumdaara joille patee |{x € A: f(x) =y; }| = n;.
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% Funktioiden lukumaarat
Oletetaan, ettd |A| = m ja |B| = n.
o Funktioden A — B lukumaara on |BA| = n™.

Miksi? Funktio f : A — B on jarjestetty m-kokoinen otos palauttaen
Jjoukosta jossa on n alkiota.

o Injektioiden A — B lukumaara on
|

n-(n—l)-...-(n—m—l—l):ﬁ, m < n.
Miksi? Injektio A — B on jarjestetty m-kokoinen otos palauttamatta

Jjoukosta jossa on n alkiota.

n
o Surjektioiden A — B lukumairs on ) (Z) (—1)" k™.
k=0

@ ¥ Osajoukkojen lukumaira: |P(A)| = 214

Jos joukossa A on m alkiota niin joukossa P(A) on 2™ alkiota, eli A:n
osajoukkojen lukumézrd on 214! koska jokaista osajoukkoa B vastaa
funktio fg : A — {0,1} siten, ettd fg(x) =1 jos x € B ja muuten 0.
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