@ Modulaariaritmetiikka
@ Eukleideen algoritmi
MS-A0401 Diskreetin matematiikan perusteet o RSA-algoritmi
Esimerkkeja ym., osa |l

© Ryhmit ja permutaatiot

_ @ Permutaatiot
G. Gripenberg o Sykli-indeksi
o @ Pdlyan "varitys”-lause
Aalto-yliopisto

14. lokakuuta 2015 9 Verkot

@ Algoritmeja

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) 14. lokakuuta 2015 1/54 G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) 14. lokakuuta 2015 2 /54

% Opiskelijanumero

© Esimerkki Eradssa yliopistossa opiskelijanumerot sisaltavat kuusi numeroa ja
Péteekd 3 | 5742385242417 eli jakaako 3 luvun 5742385242417 7 tarkistuskirjaimen. Opiskelija kirjoitti numeronsa muodossa 53x576J missa
Vastaus on kylld koska luvun numeroiden summa o numero x jai niin suttuisaksi, ettei siitd saanut selvda. Mikd x on?
S+7+ 4_"‘_2 +3+8+5+2+4+2+4+1+7 on kolmella jaollinen. Tarkistuskirjain J tarkoittaa, ettd kun J:td edeltivien numeroiden
Mutta miksi tdma sadnt6 patee? muodostama luku jaetaan 23:lla niin jakojainnés on 9. Voimme kirjoittaa
o Kymmenjirjestelméssi luvulla xoXn_1 . .. x1xo tarkoitetaan lukua luvun 53x576 muodossa 530576 + x - 1000 ja silloin saamme annettujen
m=Xx,-10" + x,_1 - 10" 1 4 .. 4 x; - 10 4 xp - 10°. tietojen avulla
1. — J_ MY — 1141, —
o [10']s = [10l5 = [1}5 = [V]3 = [1]s. [9]23 = [530576 + x - 1000]23 = [530576]23 -+ [x]23 - [1 000]3
o Tdstd seuraa, etta — [12]23 + [x]2s - [11]2s,
[m]z = [x,, 10"+ x,1- 10" T+ 4+ xg - 10+ xp - 100]3 koska mod (530576,23) = 12 ja mod (1000, 23) = 11. Tist4 seuraa, ettd
= [rals - [10%]5 + D als - [10° s + .+ bals - [10]s + [eols - [1]3 bdas - [11]23 = [~ ja koska [L1]g; = [21]z3 koska
5 " mod (21 - 11,23) = mod (231,23) = 1 joten
= [xnl3 + [Xn—1]3 + ... + [x1]3 + [x0]3 .
= [Xn + Xn—1 4. .. + x1 + X0]3. [X]2z = [—3]23-[11]55 = [3]23-[21]23 = [-63]23 = [-63+3-23]23 = [6]23,
’ ja voimme piitells, ettd x = 6 koska 0 < x < 9.
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@ W Eukleideen algoritmi

Kun laskemme syt (634,36):n Eukleideen algoritmin avulla saamme
seuraavat tulokset:

634 = 17 - 36 + 22

36=1-22+14
22=1-14+8
14=1-8+6
8=1-6+2
6=3-2+0
Joten syt (634,36) = 2.
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(& Jaollisuustulos

Jos m ja n ovat kokonaislukuja ja p on alkuluku siten, ettd m - n on p:ll3
jaollinen niin joko m tai n on p:lld jaollinen.

Miksi?

Oletamme, ettd m ei ole p:lla jaollinen. Silloin patee syt (p, m) = 1 koska
p on alkuluku. Eukleideen laajennetun algoritmin nojalla on olemassa
kokonaislukuja a ja b siten, ettd a-p+ b-m = 1. Kerromme timan
yhtalén molemmat puolet n:lld ja saamme

n=n-1=n-a-p+b-m-n.

Koska m - n on p:lla jaollinen niin on olemassa kokonaisluku k siten, ettd
m-n=k-p. Tdstd seuraa, ettd

n=n-a-p+b-k-p=(n-a+b-k)-p,

josta seuraa, ettd n on p:lla jaollinen.

v
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% Jaannosluokan kianteisalkio

Jos haluamme laskea [23]g; :n niin ensin laskemme syt (67,23):n eli

67 =2-23+21
23=1-21+2
21=10-2+1
2=2-1+0

Jotta voisimme esittda syt (67,23):n lukujen 67 ja 23 avulla laskemme
takaperin :

syt(67,23) =1=21-10-2=1-21-10-(23—-1-21)
=-10-234+11-21=-10-23+11-(67 —2-23)
=11-67—-32.23
Tasta seuraa, ettd (—32)-23 =1—11-67 joten (—32)-23 =1 (mod 67)

mikd on yhtapitivda sen kanssa, ettd
[23]¢7 = [-32]67 = [~32 + 67]67 = [35]67-

4
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@ Eulerin lause, todistus

Oletamme, ettd [xi]n, . - -, [Xy(n)] ovat Z/nZ:n alkiot joilla on kaénteisalkio

eli ovat kaantyvii. Koska syt (a,n) = 1 niin myés [a], on kidantyva ja

koska [a]n - [B]n on kddntyva jos [a]n ja [B]n ovat kddntyvid, niin [a], - [x)]

on kaantyva kaikilla j. Jos nyt [a], - [Xj]n = [a]n - [Xk]n niin

bgln = (311 - [8ln - Dl = [al5 " - [2n - DXkl = [xkln josta seura, etts

alkiot [a]n - [x1]n, - - - [a]n - [Xp(n)|n Ovat samat kuin alkiot [x1]n, . . ., [Xs(n)]

mutta mahdollisesti eri jarjestyksessad. Mutta tulot ovat samat, eli
(12D bl = 12D (1l - bela) = M2l

i=

Koska kaikki alkiot [x;], ovat kdadntyvid niin voimme supistaa pois kaikki

[xi]n:t ja lopputulos on, ettd [a]f(") = [1],, eli mod (a#(", n) = 1.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) 14. lokakuuta 2015 8 /54



% Jos p ja q ovat alkulukuja ja p # g niin p(p-q) =(p—1)-(g—1)
Miksi? Koska p ja q ovat alkulukuja niin joukko
{keZ:0<k<p-q,syt(k,p-q)#1} on
{0tu{q,2-q,...(p—1)-qtU{p,2-p,...(q—1) - p} ja tissi joukossa on
14+ (p—1)+(g—1) alkiota. Koska joukossa {0,1,2,...,p-q—1}onp-q
alkiota niin o(p-q) =p-q— (1+(p—1)+(q—-1)) =(p—1)-(¢—1).

& Fermat'n pieni lause

Jos p on alkuluku ja syt (a, p) =1 niin

P t=,1 eli mod(aPt,p)=1 eli [a”_l]p = W}
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¥ RSA-algoritmi, jatk.

Jotta voisimme purkaa lihetettyd viestid 14 meidan tiytyy tietia mika
yksityinen avain on ja koska 55 =511 ja (5 —1) - (11 — 1) = 40 niin
meidan tiytyy laskea [23],4 ja saamme vastaukseksi [7]ao koska

mod (23 - 7,40) = mod (161, 40) = 1. Yksityinen avain on siis (55, 7).
Purkamista varten toteamme, etti 7 =4 +2 + 1 = 22 + 21 4 20 joten
147 = 14* - 142 - 14 ja saamme

mod (142,55) = mod (196, 55) = 31,

mod (143,55) = mod (142 - 14, 55)
= mod (31 - 14,55) = mod (434,55) = 49,

mod (14*,55) = mod (312, 55) = mod (961, 55) = 26,

mod (147,55) = mod (14* - 14? - 14,55) = mod (26 - 49, 55)
= mod (26 - (—6),55) = mod (—156,55) = 9,

Jjoten mod (147,55) = 9.

v
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% RSA-algoritmi
Jos RSA-algoritmilla ja julkisella avaimella (55,23) haluamme salata
viestin 9 niin meidan pitda laskea mod (923,55). Laskujen nopeuttamiseksi
toteamme ensin, etti 23 =16 +4 4+ 2 + 1 = 2% 422 + 21 4 20 joten
923 =916.9%.92.9 = (((9%)2)?)% - (9%)? - 92 - 9 ja saamme
(92,55) = mod (81, 55) = 26,
mod (93,55) = mod (26 - 9,55) = mod (234, 55) = 14
mod (9*,55) = mod (262,55) = mod (676, 55) = 16,
mod (97,55) = mod (16 - 14,55) = mod (224, 55) = 4,
mod (98,55) = mod (162, 55) = mod (256, 55) = 36,
(9*°,55) = mod (362, 55) = mod ((—19)?,55) = mod (361, 55) = 31,
mod (923, 55) = mod (31 - 4,55) = mod (124, 55) = 14,

Jjoten mod (9%3,55) = 14.

4
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@ Miksi RSA-algortimi toimii jos syt (a, n) # 17

o Koska oletamme, ettd 0 < a < n niin syt (a, n) # 1 ainoastaan jos
p|a tai q|a. Oletamme seuraavaksi, ettd p|a joten a = p/ - ¢ missd
syt(c,n) =1

o Nyt [b%n = [((P - €))7 = [(P¥) T - [(c*)9]n ja koska syt (c,n) =1
niin [(c¥)?], = [c]n ja meidan taytyy vield osoittaa, etts
[[(P*)?]n = [pln koska silloin [b%]n = [plh - [c]n = [p' - c]n = [a]n.

o Koska q on alkuluku ja p # q niin syt (p, q) = 1 ja nain ollen
Fermat'n lauseesta seuraa, etta [p9—], = [1],.

o Silloin myés [pla~1(P=1r], = [1], eli pl9=D(P=1r = 1 4 sq ja kun
kerromme molemmat puolet p:lld saamme
pt @ D(=1r — p 4 spq = p + sn. Koska [d]m = [K];} niin
k-d=14mr=1+(p—1)(q— 1)r ja néin ollen
[(p¥)9], = [p*H@=D=1r], = [p], ja algoritmi toimii siis myGs tissi
tapauksessa!
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% Esimerkkeja ryhmisti [G, o]

o G =7 ja e =+ jolloin neutraalialkio on 0 ja n:n kddnteisalkio on —n.

o G =(0,00) (eli]0,00[) ja ® = - eli tavallinen kertolasku jolloin
neutraalialkio on 1 ja x:n kaanteisalkio on x™* eli %

o G=1ZJ/7Z\ {[0]7} ja e on jaannisluokkien kertolasku.

o G ={A:Aonnx n-matriisi ja det(A) # 0} ja e on matriisien

kertolasku. Neutraalialkio on yksikkématriisi ja kdanteisalkio on

kadanteismatriisi. Tama ryhma ei ole kommutatiivinen kun n > 2.
o G ={f:f on bijektio: X — X } ja = o eli funktioiden

yhdistiminen. Tama ei ole kommutatiivinen ryhmi jos |X| > 3.
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& Jaannosluokat tekijaryhmini

Josn>1niinnZ ={n-j:j€Z} onryhmin [Z,+] aliryhma ja koska
yhteenlasku on kommutatiivinen laskutoimitus +b=b+a) niin nZ on
normaali aliryhma. Aliryhman nZ sivuluokat ovat jdanndsluokat modulo n
Ja ne muodostavat tekijaryhmén 7. /nZ missa laskutoimitus on
yhteenlasku.
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& Esimerkki: Isomorfismi

Jos 1p(x) = log(x) niin v : (0,00) — R on isomorfismi kun laskutoimitus
Joukossa G; = (0,00) on kertolasku ja laskutoimitus joukossa G, = R on
yhteenlasku, eli [Gy, e1] = [(0,00), ] ja [G2, ®2] = [R, +].

(& Esimerkki: Syklinen ryhmai

Ryhma [Z /177 \ {[0]17}, -] on syklinen ryhma koska jos esimerkiksi
a= 317 niin {&:j=1,2,...,16} = Z/17Z \ {[0]17}. Jadnndsluokka
[13]17 taas generoi syklisen aliryhman [{[1]17, [13]17, [16]17, [4]17}, -]

(& Esimerkki: Sivuluokka

Jos G =R? = {(x,y): x,y € R} ja laskutoimitus on yhteenlasku
(x1, 1) + (x2,¥2) = (x1 + x2, y1 + y2) niin { (t,2-t): t € R} on ryhman
[G,+] aliryhm3 ja sen sivuluokat ovat joukot { (u+t,v+2-t):t e R}
missd (u,v) € G eli suoran y = 2x suuntaisten suorien pistejoukot.
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@ % Permutaatiot ja syklinotaatio
Funktio e on joukon A ={1,2,3,4,5,6,7} permutaatio
(1234567

““241357%6)

missa siis tamd merkintdtapa tarkoittaa, ettd esim. (1) = 2 ja a(4) = 3.

Nyt ndemme, etti 12— 4+—3— 1 (elia(l) =2, a(2) = 4 jne.) ja

tdstd saamme syklin (1 2 4 3) Joka siis on permutaatio (31 jolle patee

,31(1) =2, ,81(2) =4, ,31(4) =3, ,81(3) =1 ja B(X) = x kaikilla

x € {5,6,7}. Koska a(5) = 5 saamme syklin 5 = (5) jolle siis f2(x) = x

kaikilla x € A. Lopuksi ndemme, ettd 6 — 7 — 6 joten saamme syklin
B3 = (6 7). Syklinotaatiolla voimme nyt kirjoittaa

a=pB=(1 2 4 3)(6 7),

koska B> on identiteettifunktio. Mutta on mySs muita esitystapoja syklien
tuloina, esim. o = (7 6) (4 31 2).

Joukot A1 ={1,2,4,3}, A> = {5} ja A3 = {6,7} ovat permutaation o
radat.

4
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% Esimerkki: Sykli-indeksi

Olkoon G ryhmd, joka muodostuu kaikista alla olevan verkon solmujen
permutaatiosta f siten, etta jos solmujen a ja b valilla on kaari, niin myds
solmujen f(a) ja f(b) vélilla on kaari.

Koska solmuilla 3 ja 4 on 3 naapuria niin joko f(3) = 3 ja f(4) = 4 tai
f(3) =4 ja f(4) = 3. Solmut 1 ja 2 kuvautuvat solmun f(3) naapureille ja
samoin solmut 5 ja 6 kuvautuvat solmun f(4) naapureille.

Ndin ollen kyseiset permutaatiot ovat: (1), (1 2), (56), (12)(56),
(34)(15)(26), (34)(16)(25), (34)(1526) ja(34)(1625).

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto)

% 4-kulmion symmetriat

Olkoon X = {0,1,2,3}. Koska joukossa X on 4 alkiota
niin on olemassa 4! = 24 joukon X permutaatiota.

Mutta jos X:n alkiot ovat vasemmalla olevan
a a verkon solmut ja jos vaadimme permutaatiolta «, ettd
Jjos x ja y ovat naapureita, eli niiden valilldi on kaari,

niin myds a(x) ja a(y) ovat naapureita (eli vaadimme,
ettd « on verkko-isomorfismi) niin tilanne muuttuu.
Téassd tapauksessa O voi kuvautua mille tahansa solmulle 0, 1, 2 tai 3.
Mutta «(1):n on oltava a(0):n naapuri josta seuraa, etta
a(1) = mod («(0) + 1,4) tai mod (a(0) — 1,4). Koska (2) ei saa olla
a(0):n naapuri niin «(2) = mod («(0) + 2,4) ja samoin
a(3) = mod (a(1) +2,4).
Meilld on siis seuraavat permutaatiot syklinotaatiolla: (0)(1 )( )(3)
(0)(13)(2), (0123), (01)(23), (02)(13), (02)(1)(3), (0321) ja
(0 3)(1 2) joista 4 ovat rotaatioita ja 4 peilauksia.
Néiden permutaatioiden muodostama ryhma on ns. diedriryhma ja sitd
merkitddn Dy:ll5 (tai Dg:lla)..
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% Esimerkki: Sykli-indeksi

Seuraavaksi on laskettava ndiden permutaatioiden ratojen pituudet:

(1): 6 rataa, joissa on 1 alkio.
(12),(56): 4 rataa, joissa on 1 alkio,
1 rata, jossa on 2 alkiota.
(12)(56) : 2 rataa, joissa on 1 alkio,
2 rataa, joissa on 2 alkiota.
(34)(15)(26),(34)(16)(25): 3 rataa, joissa on 2 alkiota.
(34)(1526),(34)(1625): 1 rata, jossa on 2 alkiota,

1 rata, jossa on 4 alkiota.

Nain ollen sykli-indeksi tulee olemaan

Cox(t, to, 3, ta) =

1
5 (tlﬁ + 263 + 2tfty 4+ 23 + 2t2t4>

v
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@ 4-kulmion symmetriat, jatk.

Seuraavaksi kdytamme Pdélyan lausetta laskemaan monellako tavalla
voimme varittdd solmut niin, ettd yksi on musta, yksi valkoinen ja kaksi
punaista. Lisdksi pidimme kaksi varitystd samanlaisina jos rotaatiolla
Ja/tai peilauksella saadaan toinen toisesta. T&ta varten meidan pitaa ensin
laskea ryhman Dy sykli-indeksi joka saadaan permutaatioiden '
sykli-indeksien keskiarvona ja permutaation sykli-indeksi on tf tél ...t jos
permutaatiolla on jy rataa, joiden pituus on k, k =1,2,...,n. Tadssid
tapauksessa sykli-indeksiksi tulee

1
(pox(ti,tota ts) = (tf + i+ ta+ 5+ 5 + it + ta+ 15 ).
’ 8

Erilaisten viritysten lukumaérd on nyt termin mvp? kerroin polynomissa
Cp, x(m+v+p, m? 4+ v2 +p?, m3 +v3+ p3, m* 4+ v* + p*) eli polynomissa

1 1 3 1
g (mHvp) 2 (mvap)P (mP v 02+ 2 (v 4 p) P4 (vt

ja se on
1 4! 1
=0 == -24+04+0=2.
8 1!.-1!. 2' o

y
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@ Pélyan lause ja ristinolla SP4) | Ir—T———
Meilld on 3 x 3-ruudukko ja olemme kirjoittaneet 2:een ruutuun x:n, 2:een o.)./an astci Ja ristino _f’ Jatk.
0:n ja 5 ruutua ovat tyhjini. Tima on tehtavissa (, 5) = 756:lla eri Sykli-indeksiksi saamme nin ollen
tavalla jos paperi pidetdan paikallaan. Mutta jos voimme kiertdad paperia o ) .
kulman 0, 7, 7 tai 37” verran keskipisteen ympari niin ndiden vaihtoehtojen Cex(t1,t2,...,t9) = 2 (tl +2tt; + 1 t2) .
lukumaara pienenee ja jotta voisimme systemaattisella tavalla selvittaa
montako vaihtoehtoa meilld silloin on niin meidédn pitdi ensin selvittda Jotta voisimme laskea ei-ekvivalenttien "varitysten” lukumaaraa ) s
miten 5 kulman rotaation generoima ryhma toimii ruudukolla ja erityisesti korvaamme muuttujan t; lausekkeella x' + o/ + t/ ja silloin termin x*0*t®
mika on taman toiminnan sykli-indeksi. Eli meidin pitia maarittia kerroin on ei-ekvivalenttien "vdritysten” lukumdaard kun meilld 2 kappaletta
erilaisten ratojen pituudet. Tulokset ovat seuraavanlaiset: X, 2 kappaletta o, J;" 5 kappaletta t. Termin x*0t> kerroin lausekkeessa
Identiteettifunktiolla (rotaatio 0) on 9 rataa, joihin kaikkiin kuuluu 1 ruutu. (x+o+1)° on (,55), lausekkeesta 2(x + o + t)(x* + o* + t*)? ei tule
Kierrolla kulman 5 verran on 2 rataa, joilla molemmilla on 4 ruutua yhtdan x?o0®t>-termii ja termin x?>0°t> kerroin lausekkeessa
(toinen sisaltdad kulmaruudut, toinen niiden valilld olevat ruudut) ja 1 rata (x + 0+ t)(x% + 0% + t2)? on termin x?>0%t* kerroin lausekkeessa
Johon kuuluu 1 ruutu (ruutu keskelld). Sama pétee jos kierretdin kulman (x2 + 0% + t2)2 eli (1"1‘ 2). Vaihtoehtojen lukumaéréksi tulee siis
37” verran.
. e .. . 1 9 4 1
Jos k/erto{wlma on m niin saamme 4 rataa, jO{.//a mo./.e.mfn//la on 2 ruutua L1 L0+ — 2 (756 + 12) = 192,
(vastakkaiset kulmat ja vastakkaiset ruudut niiden valilld) sekd 1 rata 4 \\2,2,5 1,1,2 4
Jjohon kuuluu 1 ruutu. .
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© Esimerkki: G, Gx ja X, (@ Permutaation generoima syklinen ryhma
Olkoon X = {1,2,3,4} ja G seuraava joukon X permutaaz.“ioryhm.é'.: Olkoon oo = B13 . . . B joukon X permutaatio, missi sykleills (3,
G= {(1).7_(1 2)7 (_3 4)7(1 2)(34)} Jos nyt a on permutaatio (1 2) ja x on Jj =1,...k ei ole yhteisid alkoita ja missi syklin (3; pituus on b; ja olkoon
alkio 3 niin kiinnittdjdaliryhma Gy on G permutaation o generoima syklinen ryhma. Silloin
Gy={acG:ax=x}={(1),(12)} ° ,81-’ on identiteetti funktio jos ja vain jos bj | r.
X — . - - b b
o «a:n generoiman syklisen ryhman alkioiden lukumaard |G| on lukujen
rata Gx on bi, by, ..., bk pienin yhteinen jaettava koska |G| on pienin positiivinen
Gx = {3,3,4,4} = {3,4}, luku q siten, ettd a9 on identiteettifunktio (eli sama kuin o).
ja kiintopistejoukko X, on o Jos B =(x1x ... ij) Jjal<i<bjniin ,Bf"x,- = aMx; = xj kun
0 < m < |G| jos ja vain jos bj | m, josta seuraa, ettd
Xa={xeX:ax=x}={3,4}. kiinnittajaaliryhma Gy, on
Té&ssa tapauksessa tulos |G| = |Gx| - |Gx| ei sano muuta kuin, ettd Gy ={a™:m=0,b;,2-b,..., (Q —1)- b }.
4=2.2. /
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@ Miksi |G| - |Gx| = |G|?

Oletamme, ettd G on dérellinen ryhma. Jos H on G:n aliryhm3 niin

|H| - m = |G| missd m on H:n (esim. vasempien) sivuluokkien lukum&éra
(koska kaikissa sivuluokissa on yhtd monta alkiota kuin H:ssa ja niiden
unioni on G ). Koska Gy on G:n aliryhma niin valitsemme H = G ja
konstruoimme bijektion v aliryhman Gy sivuluokkien joukosta rataan Gx
Jolloin osoitamme, ettd m = |Gx| josta seuraa, ettd |G| = |Gy| - | Gx|.
Maarittelemme 1(aGy) = ax. Jos a1 Gx = ax Gy niin patee a;lal € Gy
joten aglalx = x eli a1x = axx joten 1 on hyvin maaritelty.

Jos a1 x = apx niin pitee aglalx = X joten a2_1a1 € Gy, josta seuraa, ettd
a1Gx = a» Gy eli 1) on injektio.

Jos y € Gx niin on olemassa a € G siten, ettd y = ax ja silloin

y = 1(aGy) josta seuraa, etti iy on surjektio.
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& Esimerkki: Permutaation toiminta varityksill

Alla olevan verkon solmut on viritetty viritykselld wy missd wo(1) = p,
wo(2) = v, wo(3) = p, wo(4) = v, wo(5) = v ja wo(6) = p:

Jos a on solmujen permutaatio, niin a:n toiminta varitykselld wg on
méaritelmdn mukaan awo(y) = wo(a=1(y)). Jos esimerkiksi
a=(34)(1526) niin a~1 = (34)(1625) jolloin

al(1)=6,a1(2)=5a13)=4,a 1(4)=3,a1(5)=1,a1(6) =2,

Jja ndin ollen véritykset awg, a’wo ja awy ndyttavat seuraavanlaisilta:

il il )
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= oo 0 ceee e . .. 1
@ Miksi ratojen lukumaird ryhmin toiminnassa on ol Y acclXal?

Olkoon E = {[a,x] € G x X : ax = x }. Summeerausjarjestysta
vaihtamalla saamme

\E|:Z’{X€X:ax:x}‘:Z‘{aGG:ax:x}

aeG xeX

joten el Xal = 2oyex|Gxl-

Merkitsemme ratojen joukkoa X /G:lld ja ne ovat ekvivalenssiluokkia kun
ekvivalenssirelaatio ~ on x ~ y jos ja vain jos x = ay jollain a € G. Eri

radoilla ei ole yhteisia alkioita ja ratojen unioni on X eli X = Ugex/GR.

Koska |Gx| = % Ja Gx on rata, johon alkio x kuuluu niin saamme

vaitteemme seuraavan laskun avulla:

Sl=Ylei= ¥ Siel= ¥ Y

)

acG xeX ReX/G xER ReX/G xeR
1 1
=16 Y ZWZIG! > WzlzlG! > 1=1GlIX/6l.
ReX/G xeR ReX/G xER ReX/G

vy
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& Esimerkki: Permutaation toiminta virityksill3, jatk.

Jos otamme huomioon muutkin ryhmdan G kuuluvat permutaatiot, jotka
sdilyttavat naapurit naapureina saamme 4 varitystd lisda, jotka ovat
ekvivalentteja alkuperaisen wg:n kanssa.

Tassd tapauksessa ei ole kovin hankalaa 16ytda kaikki ne 5 varitysta, jotka
eivat ole ekvivalentteja ja joissa on 3 punaista ja 3 valkoista solmua mutta
seuraavaksi mairitimme timan lukumdaaran toisella tavalla:

Burnsiden lemman nojalla ratojen lukumaard ryhman G toiminnassa
Joukossa X on ﬁ Y oacclXal missd Xy ={we X:aw=w}. Tissi
tapauksessa X on verkon solmujen véritykset w, jotka varittavat kolme
solmua punaiseksi ja kolme valkoiseksi.

Jos nyt a on permutaatio (3 4)(15 2 6) niin X, = () koska ehdosta aw = w
seuraa, ettd w saa saman arvon radan {3,4} solmuilla ja saman arvon
radan {1,5,2,6} solmuilla ja tima on mahdotonta jos vaaditaan, ettd
solmuista kolme ovat punaisia ja kolme valkoisia. Taman permutaation
sykli-indeksi on tots ja jos tr:n paikalle sijoitetaan p?> + v ja ts:n paikalle
p* + t* saadaan polynomi (p? + v?)(p* + t*) ja téssi polynomissa ei ole
yhtaan p3v3-termii eli p2v3:n kerroin on 0.
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@ Esimerkki: Permutaation toiminta varityksill3, jatk. @ Verkko paitdsprosessin kuvaajana

Jos sen sijaan tarkastelemme permutaatiota a> = (1 2)(6 5) niin silloin
esimerkiksi seuraavat varitykset kuuluvat joukkoon X, koska vaatimus on etts sen paino poikkeaa muiden painosta mutta emme tiedd onko se
nyt, ettd ratojen {1,2}, {5,6}, {3} ja {4} alkiot saavat saman varin: painavampi vai kevyempi kuin muut. Meilld on varsivaaka, jonka avulla

e a voimme mdadrittdd onko kahdella kolikolla (tai kolikkoparilla, jne.) sama
a a paino vai ei. Seuraava verkko, joka on puu, kuvaa menetelman jolla voi

paatella mika kolikoista k;, j = 1,2,3,4, on vadrennetty:
Niiden varitysten lisiksi kiintopistejoukkoon X2 kuuluu 2 muuta véritystd
jolloin | X,2| = 4. Permutaation a® sykli-indeksi on t?t3 joten tdssakin
tapauksessa |X2| tulee olemaan termin p3v3 kerroin polynomissa
(p+v)2(p?>+v2)2 =v04+2p v+ 3p2 v +4p3v3+3p* v+ 2p° v+ pb.
Ryhman G sykli-indeksi on
Cov(t, to, ta) = %(tf’ + 2653 + 2t} + 23 + 2t2t4) ja termin p3v3
kerroin polynomissa (¢ v(p + v, p* + v2, p* + v*) on

Meilld on nelja kolikkoa, joista tiedimme ettd yksi on vadrennetty, niin

1 6! 41 41 40 Tassa verkon kaareilla on méaaritelty funktio, jonka maalijoukko on {= .

N +2-2+2: 14 1) 42.0+2.0) =—=5. 4 J J {=#

8 \ 3! 3! 301! 3! 1! 8 )
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@ Esimerkki % Esimerkkeja

Alla oleva verkko ei ole yksinkertainen (mutta yhtendinen, eli jokaisesta A"I/a"oleva.verkko o e .;.)u.{va/sg?"kaaret muo"d osta\{tat pariutuksen eika

solmusta on polku jokaiseen toiseen solmuun). tdhan pariutukseen voida lisitd yhtaan kaarta niin, etta se pysyy

pariutuksena.

Alla oleva verkko on kaksijakoinen jolloin sen kromaattinen luku on 2:

Punaisella on piirretty yksinkertainen sykli [1,2,6,8,10,7,4,1] ja vihredlld
polku [3,5,9,11,12,9], joka ei ole yksinkertainen. Solmujono
[1,2,3,4,5,6] ei sen sijaan ole polku koska esimerkiksi {3,4} ei ole kaari.

v
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@ Verkko on kaksijakoinen jos ja vain jos sen kromaattinen luku on
korkeintaan 2

Jos kromaattinen luku on O niin verkossa ei ole yhtddn solmua ja jos se on
1 niin verkossa ei ole yhtddn kaarta joten ndista tapauksista ei tarvitse
valittaa.

Jos verkko [X U Y, E] on kaksijakoinen niin voimme vérittda joukon X
solmut varilla a ja joukon Y solmut vérilli b, josta seuraa, ettd
kromaattinen luku on korkeintaan 2.

Jos kromaattinen luku on 2, jaw : V — {a, b} on solmujen varitys
kahdella varilld niin voimme valita X ={ve V:w(v)=a} ja

Y ={veV:w(v)=>b}. Ehdosta {x,y} € E — w(x) # w(y) seuraa,
nyt, ettd jos {x,y} € E eli jos solmujen x ja y vililld on kaari, niin joko
x€XjayeYtaixeY jay e X josta seuraa, ettd verkko on
kaksijakoinen (koska {x,y} = {y,x}).

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) 14. lokakuuta 2015 33 / 54

@ Milloin yhteniisessa, yksinkertaisessa ja suuntamattomassa
verkossa on Eulerin polku? Jatk.

o Koska polussa esiintyvat kaaret ovat erilaiset niin polun solmujen
naapureita voimme laskea seuraavasti: Jos solmu on polussa
ensimmdisend tai viimeisend niin lisadmme naapureiden lukumaaraan
1 ja joka kerta kun solmu esiintyy muuten polussa lissdmme
naapureiden lukumaarddn 2. Tastd seuraa, ettd jos ensimmaiselld
solmulla on pariton maard naapureita niin ndin on myéds viimeisella
solmulla ja muuten polku on sykli. (Tasta seuraa myds "ja vain jos”
osa vditteestd.)

o Jos kaarien joukosta poistamme ne kaaret, joiden lapi olemme jo
kayneet polussa, niin jiljelld on verkko, joiden kaikilla solmuilla on
parillinen maard naapureita. Ja jos jaljelld on kaareja voimme ndista,
samalla tavalla kuin edelld, muodostaa syklin, jossa kiymme saman
kaaren lapi korkeintaan kerran.
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& Milloin yhteniisessa, yksinkertaisessa ja suuntamattomassa
verkossa on Eulerin polku?

Yhtendisessa, yksinkertaisessa ja suuntaamattomassa verkossa on Eulerin
polku jos (ja vain jos) verkossa on 0 tai 2 solmua, joilla on pariton maara
naapureita.

Miksi?

o Jos verkossa on kaksi solmua, joilla on pariton maard naapureita
valitaan toinen niistd polun ensimmaiseksi solmuksi vg, muuten
valitsemme polun ensimmadaisen solmun mielivaltaisesti. Sitten
konstruoimme polun siten, ettd jos polku [vp, ..., vk] missi k > 0 on
Jjo konstruoitu niin mikali on olemassa solmu vy siten, ettd
{vi; ik} € E mutta {vi, vk} € {{vj—1,vj} : 1 <j < k'} niin uusi
polku on [vo, ..., vk, vkt1] ja muuten konstruktio on valmis.

o Tilli tavalla saamme alla olevassa verkossa polun [2,3,6,8,7,5,8]:

1 @ © 7
2 /@\5 8
)
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@ Milloin yhteniisessa, yksinkertaisessa ja suuntamattomassa
verkossa on Eulerin polku? Jatk.

o Edellisessd esimerkissa saamme tilld tavalla syklin [2,1,3,5,6,4,2]:

I W
}@\i\%
o o¢

o Tallaisen syklin voimme yhdistda jo aikaisemmin muodostettuun
polkuun niin, ettd saamme polun, joka edelleen tiyttda ehdon, ettd
kdymme jokaisen kaaren lapi korkeintaan kerran. Esimerkissa saamme
polun [2,1,3,5,6,4,2,3,6,8,7,5,8].

o Nain voimme jatkaa kunnes kaareja ei enda ole jaljella ja silloin meilld
on Eulerin polku.
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% Naapurimatriisi
Verkon
@ @) N
G0 199
naapurimatriision A= |1 1 0 1 1
0 0101
00110
Nyt
21 111 2 3 5 2 2
1 2111 3 25 22
A=111411 ja A = |55 4 5 5|,
11121 2 25 2 3
1111 2 2 2 5 3 2
Jja matriisin A% alkio (A3)(1,2) = 3 kertoo, ettd solmusta 1 on kolme
polkua solmuun 2, joiden pituus on 3 eli [1,3,1,2], [1,2,1,2] ja [1,2,3,2].
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& Isomorfiset verkot, jatk.
Ovatko alla olevat verkot isomorfiset?

Molemmissa verkoissa on kaksi solmua, joilla on kolme naapuria, eli solmut
2 ja 4 ja solmut c ja e. Jos verkot ovat isomorfiset niin isomorfismi voisi
olla sellainen, ettd 1(2) = c ja 1(4) = e (tai painvastoin). Koska solmu 1
on sekd solmun 2 ja solmun 4 naapuri ja samoin solmu d on sekd solmun
c ettd solmun e naapuri taytyy olla (1) = d. Jaljelld olevista solmuista
solmu 3 on solmun 2 muttei solmun 4 naapuri ja solmu b on solmun c
muttei solmun e naapuri, joten 1)(3) = b jolloin tiytyy olla 1(5) = a. Néin
madritelty funktio 1) on isomorfismi ja verkot ovat isomorfiset.

v
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% lsomorfiset verkot
Ovatko alla olevat verkot isomorfiset?

Molemmissa verkoissa on 4 solmua, joilla on 3 naapuria ja 2 joilla on 2
naapuria, joten tastd emme voi paitelld etteivit verkot olisivat isomorfiset.
Sensijaan vasemmanpuoleisessa verkossa ei ole yhtaan syklid, jonka pituus
olisi 3 mutta sellaisia on oikeanpuoleisessa verkossa. Tastd seuraa, etteivit
verkot voi olla isomorfiset.

v
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(& Esimerkki

Montako suuntaamatonta verkkoa ldytyy, joissa on 3 solmua ja 4 kaarta?

o Jos vaadimme, ettd verkko on yksinkertainen niin ei I6ydy yhtdan
koska yksinkertaisessa verkossa, jossa on 3 solmua on korkeintaan 3
kaarta.

o Naapurimatriisissa on 3 rivid ja saraketta ja koska verkko on
suuntaamaton niin tdma matriisi on symmetrinen, eli tiedimme mika
se on jos tunnemme alkiot rivilld i ja sarakkeella j kun1 < <j <3,
Koska verkossa on 4 kaarta niin 4 naista 6:sta alkiosta ovat 1 ja muut
0. Néin ollen vaihtoehtojen lukumaara on (g) = 15.

Mutta osa naista verkoista ovat tietenkin isomorfisia keskendan.

o Jos kysymys on ei-isomorfisten verkkojen lukumaarasta, niin voimme
tehdd kaikista vaihtoehdoista luettelon. Ensiksi toteamme kuten
edelld ettd ainakin yksi solmu on oma naapurinsa joten meilld on on
vaihtoehdot ettd 1, 2 tai 3 solmua ovat oma naapurinsa.
Ensimmdisessa vaihtoehdossa eri solmujen vililld on oltava 3 kaarta,
toisessa 2 kaarta ja viimeisessd 1 kaari.

V.
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& Esimerkki, jatk. (& Esimerkki, jatk.

o Jos 1 tai 3 solmua ovat oma naapurinsa niin molemmissa tapauksissa Entd miten tdma kysymys ratkaistaan Pélyan lauseen avulla?

e @1 Vit y RHEEID 2 i vl o Jos solmujen joukko on {1,2,3} niin timén joukon permutaatiot ovat

(1), (12),(13),(23),(123)ja(132).
o Jotta voimme ndhdi miten solmujen permutaatiot toimivat verkoilla
O= esitimme verkot naapurimatriiseind missi emme valita lavistdjan

o Jos 2 solmua ovat oma naapurinsa niin meilld on kaksi ei-isomorfista ) . a b c L .
verkkoa ja ne ovat alapuolella olevista alkioista: d e|. Lisdksi nsdemme, etta
f

verkko jossa on 4 kaarta on tallaisen matriisin "varitys” ykkésilld ja
nollilla siten, etta neljdstd alkiosta tehddan 1 ja kahdesta 0.

o Vaatimus, ettd naapurit pysyvat naapureina antaa homomorfismin v

o Ndin ollen on olemassa 4 ei-isomorfista verkkoa, joissa on 3 solmua ja solmujen permutaatioista joukon {a, b, c,d, e, f} permutaatioden
4 kaarta. ryhmdaan ja tama homomorfismi on seuraava:
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& Ahne viritys

Tehtadvdnd on maarittas jokin alla olevan verkon solmujen vaéritys:

(& Esimerkki, jatk.
¥((1)) = (a), ¥((12)) = (ad)(ce),
¥((13)) = (af)(be)), ¥((23) =(d f)(b o),
¥((123))=(adf)(bec), ¥((132))=(afd)(bce).

o Tastd saamme sykli-indeksiksi

1.6 2 .2 2

E(tl +3-t7 -ty +2-83).

o Pdlyan lauseen mukaan termin y*n? kerroin lauseekkeessa
T((y +n)®+3(y + n)2(y? + n?)? +2(y® + n®)?) on ei-isomorfisten
verkkojen, joissa on 3 solmua ja 4 kaarta, lukumaird ja tdma kerroin
on

()2 () () G)-(6))+0)

_ %(15 1302+ 1) =4

y

v
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& Ahne viritys, jatk.

Ahneen viritysalgoritmin mukaisesti toimimme seuraavalla tavalla:
Jarjestamme solmut ja varit jollain tavalla ja kiymme lapi solmut
jarjestyksessa ja annamme jokaiselle solmulle ensimmaisen mahdollisen

vdrin joka siis ei ole sama kuin sen jollekin naapurille jo annettu vari.
Jos vdrit ovat a, b, c, ... ja otamme solmut jarjestyksessd 1,2,3,4...,16
niin varitykseksi tulee:

Solmu| 112|3|4|5|6|7|8|9|10| 11| 12| 13| 14| 15| 16

Viri |ala|lal|b|b|b|lc|lc|b| c| b| a|c| al|b]| a

Jos sen sijaan otamme solmut jarjestyksessd 9,10, ...,15,16,1,2,7,8 niin
varitykseksi tulee

Solmu| 9| 10| 11| 12| 13|14 | 15|16 | 1|2 |3|4|5|6|7]|8
Viri |a| b | a | b | a| b| a| b |blal|bla|blal|bl|a

Naéin ollen pienin mahdollinen virien lukumaara eli verkon kromaattinen
luku on 2 koska se ei voi olla 1 jos verkossa on ainakin yksi kaari.

v
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Miksi dynaaminen optimointi toimii kun haemme
"minimietaisyyksia" 7 jatk.
o Nyt joko s(vjt1) = tj+1(vj4+1) ja induktioaskel toimii tai
s(vjit1) < tjy1(vj+1) ja meidan pitdd osoittaa, ettd jalkimmainen
vaihtoehto johtaa ristiriitaan.
o Jos s(vj11) < tiy1(vj+1) niin on olemassa polku [V, V1, ..., V] siten
o~ ~ o k ~ ~
ettd Vo = vo, Vk = Vi1 ja »_ ;g w({Vi—1, Vi}) < tjp1(vjs1).
o Silloin on olemassa suurin indeksi ip < k siten, etta V;, € V; jolloin siis
Vip+1 € V\ 'V, ja funktion tj,1 maaritelmasta ja oletuksesta w(e) > 0
seuraa, etta

s(Vi) + w({Vigs Vig+1}) = tit1(Vig+1) = tir1(vjr1)

k io+1
>y w({Tio1, 0}) > Y w{Tio1, %) > s(F) + w({ T, Tior1})
i=1 i=1

Jjoka on ristiriita. Nain ollen s(vj11) = tj41(vjt1), voimme valita
Viy1 = VjU{vjq1} ja induktio toimii.
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@ Miksi dynaaminen optimointi toimii kun haemme
"minimietaisyyksia" ?
o Maarittelemme funktion s kaavalla
: k
s(v) = min{>__; w({vj_1, vJ-}. - [vo, va, ..., vk] on polku solmusta vy
solmuun vy = v} kun v # vg ja s(v) = 0.
o Valitsemme Vo = {w}, V_1 =0 ja maarittelemme testiarvot
to(v) = oo kaikilla v € V \ {w}. Jos j > 0 ja tunnemme funktion s
arvot joukon V; solmuissa ja testifunktion
ti(v) = minyrey,_, (s(v') + w({V', v}) arvot kaikissa muissa solmuissa
niin meidan pitda laskea uusi testifunktio ja lisatd joukkoon V;
seuraava piste.
o Koska méaarittelemme tj,1(v) = min,cv (s(v') + w({V', v}),
v e V\V,, niin tiz1(v) = tj(v) jos v ei ole viimeksi lisityn solmun v;
naapuri joten meidan taytyy ainoastaan laskea
a(v) = min{t(v), s(;) + w({vj, v})} kun v € V\ Vj on vi:n
naapuri. Sitten valitsemme solmun vj1 joukosta V \ V; siten ettd
tit1(vj+1) = minyewn\y; tipa(v).

y
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@ Miten hankalaa on " minimietiisyyksien” [dytiminen verkossa?

o Oletamme, etti G = [V, E] on yhtendinen verkko, jossa jokaiselle
kaarelle e € E on annettu paino w(e) > 0 (ja w({vj, vk}) = oo jos
{vj, vk} & E) ja tehtdvana on I6ytda polku [vo, v1,. .., vik] kahden
annetun solmun vy, ja v, valilld siten, ettd Zle w({vj_1,vj})on
mahdollisimman pieni.

o Jos |V| = n ja kaikkien solmujen vililld on kaari niin on olemassa
> o % > (n — 2)! eri vaihtoehtoa mutta yleensa vaihtoehtojen
lukumaara on kuitenkin paljon pienempi.

o Jos kaytimme dynaamista optimointia ja olemme laskeneet
optimiarvon j:ssd pisteessd niin meidan pitdd laskea korkeintaan n — j
uutta testiarvoa kiyttden korkeintaan n — j yhteenlaskua ja yhta
monta vertailua ja sitten valita pienin mika vaatii korkeintaan
n—j—1 vertailua.

o Nain ollen meidédn pitda laskea korkeintaan Z}';ll(n —j)=43n(n-1)
yhteenlaskua ja tehdi ZJ":_ll(n —j+n—j—1)=(n—1)? vertailua.
Yhteenlaskujen ja vertailujen lukumaarat ovat siis joukossa O(n?).

v
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@ Minimaalinen virittdva puu ja Primin ahne algoritmi

o [V, E] yhtendinen verkko, jossa jokaiselle kaarelle {v;, vy} on annettu
paino w({vj, vi'}) ja T. = [V, E] on puu siten, ettd
w(T.) = > .ce. w(e) on mahdollisimman pieni.

o Primin ahneella algoritmilla konstruoimme puut T; = [V}, Ej],
j=1,....,n(missi |Vi| =1, |V|=nja E; =0).

o Jos E, = E,, niin tdma algoritmi on optimaalinen ja jos E, # E, niin
on olemassa suurin luku m, 1 < m < n siten, ettd E,, C E,. Olkoon
{x,y} € Emy1 \ Em missd x € Vi, jay € Vi1 \ Vi jolloin siis
{x,y} ¢ E..

o On olemassa polku verkossa T, solmusta x solmuun y (koska T, on
puu). Tdhdn polkuun sisiltyy kaari {a, b} siten, etti a € V,, ja
b€ V\ Vp,. Jos nyt vaihdamme T,:n kaaren {a, b} kaareksi {x,y}
niin uusi verkko T.. on myds puu.
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@ Minimaalinen virittava puu ja Kruskalin ahne algoritmi

o [V, E] on yhtendinen verkko, jossa jokaiselle kaarelle {vj, vi} on
annettu paino w({vj, vi}) ja T. = [V, E.] on puu siten, ettd
w(T.) = > .ce, w(e) on mahdollisimman pieni.

o Kruskalin ahneella algoritmilla konstruoimme metsat F; = [V, Ej],
j=1,...,n

o Konstruktion mukaisesti F, on metsa. Jos F, ei ole puu niin on
olemassa solmut a ja b niin ettei niiden valilld ole polku verkossa F,,.
Mutta verkossa [V, E] on olemassa polku [vg, v, ..., vk] missd vp = a
Ja vk = b. Olkoon j pienin luku, siten, ettd solmujen vj_y ja v; valilld
ei ole polku verkossa F, eika erityisesti {vj_1,v;} € E,. (Jos sellainen
pari ei 16ydy niin solmujen a ja b vililli on polku.) Nyt voimme lisatad
kaaren {vj_1,v;} joukkoon E,, ettd [V, E, U {{vj_1,v;}} edelleen on
metsd koska muuten solmujen v;_1 ja v; valilla olisi jo kaari verkossa
Fn. Néin ollen algoritmi antaa varmasti tulokseksi puun.
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@ Minimaalinen virittdva puu ja Primin ahne algoritmi, jatk.

o Lisiksi algoritmin mukainen {x, y}:n valinta takaa etta
w(Tyw) < w(T,) Tasts seuraa, ettd meilld on optimaalinen puu
[V, E..] siten, ettd Epy1 C E.. josta, tarvittaessa toistamalla tita
paéttelya, seuraa, ettd E, on optimaalinen virittdva puu.
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@ Minimaalinen virittava puu ja Kruskalin ahne algoritmi, jatk.

o Jos E, = E,, niin tdma algoritmi on optimaalinen ja jos E, # E, niin
on olemassa suurin luku m, 1 < m < n siten, etta E,, C E, ja jos
{x,y} € Emy1 \ Em niin {x,y} ¢ E..

o Puussa T, on olemassa polku solmusta x solmuun y. Koska F,, on
puu ja {x,y} ¢ E. niin tdhan polkuun sisiltyy kaari {a, b} siten, etta
{a,b} ¢ E,. Jos E.. = EU{x,y} \ {a, b} niin [V, E..] on myds puu
Ja koska T, oli optimaalinen niin patee w({x,y}) > w({a, b}). Koska
otimme kaaren {x,y} mukaan joukkoon E,.1 , vaikka {a, b} olisi
ollut mahdollinen valinta koska E,, U {{a, b}} C E. josta seuraa, ettd
myé6s [V, E,, U{{a, b}}] on metsd, niin tiytyy olla
w({x,y}) = w({a, b}) eli T.x ja Ept1 C E.. on myds optimaalinen
puu. Toistamalla tarvittaessa tita paattelyd voimme todeta, ettd F,
on optimaalinen puu.
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@ Milloin kaksijakoisessa verkossa on tiydellinen pariutus? @ Milloin kaksijakoisessa verkossa on tiydellinen pariutus? jatk.
Oletamme, ettd G = [X U Y, E] on kaksijakoinen verkko ja o Jos |H(X)| = |X| > 0ja X c X\ {a} niin induktio-oletuksen nojalla
H(A) ={y € Y:3x(x € Amo {x,y} € E) } kun A C X (jolloin siis on olemassa tdydellinen pariutus My verkossa G; = [X U H(X), E]
H(A) on A:n solmujen naapureiden joukko). missi E = {{x,y} € E: x € X'}. Mutta oletus "|A| < |H(A)| kaikilla

o Jos M on verkon tiydellinen pariutus verkossa niin |A| < |H(A)| A C X" pitee myGs verkossa X A
kaikilla A C X koska x € A y € H(A) missa {x,y} € M on G2 = [(X\X)U(Y\H(X)), {{x,y} € E:x € X\ X,y € Y\H(X)}]
injektio pariutuksen maaritelman nojalla. koska jos tama ehto ei ole voimassa jollakin joukolle A C X \ X niin

o Seuraavaksi osoitamme, ettd jos |A| < |H(A)| kaikilla A C X niin on se ei V‘?i olla voimassa verkossa G jo’j’_k‘)”a AUX koska“]H(X.)] = [XI].
olemassa verkon taydellinen pariutus. Nain on varmasti jos |X| =1 ja Induktio-oletuksesta seuraa taas, ettd verkossa G on taydellinen
oletamme nyt, etts viite patee myés kun 1 < |X| < k ja k > 1. pariutus My ja My U M» on taydellinen pariutus verkossa G.

o Jos |X| = k + 1 niin valitsemme solmun a € X ja mikéli mahdollista © .Ol.etaryme seuraavaksi, ettd |H(X)| > |X| ‘f_l /faikilla X < X_\ {a} )
valitsemme osajoukon X C X \ {a} siten, ettd |H(X)| = |X| > 0. Joilla X # (Z)_' Kos.ka 1= ]{a}\ < [H({a})] niin Ioytyy b € Y siten, etta
Nain ollen meilld on kaksi tapausta riippuen siitd I6ytyyko tallainen {a,.b.} cEja voimme .va//ta My = {{a, b}}. Ehto "|A| < [H(A)|
Jjoukko vai onko niin, ettd |H(X)| > |X| + 1 kaikilla X C X \ {a} joilla kaikilla A C X" on voimassa verkossa
X £0. G = [(X\{a)U(Y\{b}), E\({ {a,y} : y € Y JU{{x, b} : x € X })]

. .. . . . koska korkeintaan yksi naapuri on poistettu. Induktio-oletuksen

o Jos pystymme osoittamaan, ettd molemmissa tapauksissa 16ytyy . . . : .

. . . . . . . . nojalla verkossa G, on taydellinen pariutus Mo ja My U M, on taas
tdydellinen pariutus, niin véite seuraa induktioperiaatteen nojalla. . . .
. tdydellinen pariutus verkossa G.
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