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Vilikoe eli tentti 27.10.2016
Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskimia tai taulukoita ei saa kdyttdd tissd kokeessa!
Vastauksissasi saa numeroiden liséksi olla potensseja, -, /, +, —, !, (ja ) mutta ei esimerkiksi

binomikertoimia.

1. Osoita induktiopdittelyn avulla (vaikka se olisi mahdollista toisellakin tavalla), ettd

14+3+45+...+(2-n-1)=) (2-j-1)=n> n>1

J=1

Ratkaisu: Kunn = 1niin 327 (25 —1) =31 (2-j—1)=2-1—1=1=1? joten viite
pitee tdssd tapauksessa.

Oletamme seuraavaksi, ettd viite pitee kun n = k, eli Zf:1(2 +j — 1) = k2 Tidmin
tuloksen avulla saamme

k+1 k
Y- =) -+ (k1) -1)

=k +2-k+2-1=k+2-k+1=(k+1)>2

Niin ollen viite pdtee myos kun n = k41 ja induktioperiaatteen nojalla se pétee kaikillan > 1.

(a) Yliopiston aulassa on 78 opiskelijaa. Heistd 36 kdyvit tyosuhdejuridiikan kurssilla, 55
arkkitehtuurigrafiikan kurssilla ja 14 eivit kdy kummallakaan kurssilla. Montako opis-
kelijaa kiy seki tyosuhdejuridiikan ettd arkkitehtuurigrafiikan kurssilla?

(b) Kokeessa on 14 kysymystd ja niistd on valittava 12 kysymystd, joihin vastataan. Monta-
ko vaihtoehtoa on jos lisdksi pitdd valita korkeintaan 6 kysymystid kysymyksistd 1 — 7
ja vihintddn 5 kysymystéd kysymyksistd 8 — 14.

Ratkaisu: (a) Olkoon A aulassa olevien opiskelijoiden muodostama joukko, B niiden opiskeli-
joiden joukko, jotka kidyvit tyosuhdejuridiikan kurssilla ja C' niiden opiskelijoiden muodosta-
ma joukko, jotka kidyvit arkkitehtuurigrafiikan kurssilla. Nyt |A| = 78, |B| = 36, |C| = 55, ja
|A\ (BUC)| = 14.Koska B C AjaC C A niin

14=]A\(BUC)|=|A|-|BUC|=T178—|BUC]|,
joten |B U C'| = 64. Seulaperiaatteen nojalla
64=|BUC|=|B|+|C|—|BNC|=36+55—|BNC|=91—|BNC],

joten |[BNC| =91 — 64 = 27.

(b) Jotta saisimme yhteensd 12 kysymystd kokoon siten, ettd rajoitukset ovat voimassa
meidén pitdd valita joko 6 kysymystd kysymysten 1 — 7 joukosta ja 6 kysymystd kysymysten
8 — 14 joukosta tai 5 kysymystd kysymysten 1 — 7 joukosta ja kaikki 7 kysymystd 8 — 14.



Néamai valinnat johtavat erilaisiin tuloksiin joten vaihtoehtojen lukuméiriksi tulee summa- ja
tuloperiaatteen nojalla

7 7 7 7-6
() () + () r=rr+ Tl —ssm—ro

(a) Seliti médritelmiin nojautuen miksi oletuksista f € O(n?) ja g € O(n?) seuraa, etti
f+g€0(n).

(b) Jos RSA-algoritmissa julkinen avain on (77,17) niin onko yksityinen avain silloin
(77,3)? Perustele!

Ratkaisu: (a) Jos f € O(n?) niin on olemassa vakiot C; ja N siten, ettd | f(n)| < C} - n® kun
n > Ny. Samoin, jos ¢ € O(n?) niin on olemassa vakiot C;; ja N, siten, etti |g(n)| < C, - n?
kun n > N,. Lisiksi pitee n® < n* jan? < n* kun n > 1 joten oletuksista seuraa, ettd

[f(n) +g(n)| < [f(n)] +1g(n)] < Cyn® + Cyn® < (Cy + Cy)n',
kun n > max(N;, N,, 1). Mééritelmidn mukaan pitee siis f + g € O(n?).
(b) Koskan = 77 = 7 - 11 niin laskemme ensin m = (7 — 1) - (11 — 1) = 60. Yksityinen
avain (n, d) migrdytyy ehdosta [d],, = [k];,} kun julkinen avain on (n, k). Tistd seuraa, etti
mod (d - k,m) = 1 mutta koska mod (3 - 17,60) = mod (51,60) = 51 # 1 niin (77, 3) ei voi
olla yksityinen avain.

(a) Alla oleva kuvio pysyy muuttumattomana jos se kierretdiin O tai 180 astetta pisteen O
ympdri tai jos kuvio peilataan pisteen O kautta kulkevan joko vaakasuoran tai pystysuo-
ran akselin suhteen. Méériti téllé tavalla saatujen ruutujen 1, 2, 3,4, 5, 6 permutaatioden
sykliesitykset.
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(b) Joukon X = {1,2,3,4,5} permutaatiot (1), (1 5)(2 4), (1 4)(2 5) ja (1 2)(4 5)
muodostavat ryhmén G (mutta titd sinun ei tarvitse todistaa). Madritd tdméin ryhmén
sykli-indeksi.

Ratkaisu: (a) Permutaatiot ovat

(1) Kierto 0 astetta,
(16)(25)(34) kierto 180 astetta,
(15)(26)(34) peilaus y-akselin suhteen,

(12)(56) peilaus z-akselin suhteen.

(b) Sykli-indeksi on }l(t? + 3ty - t%) koska joukossa X on viisi alkiota joten permutaatiolla (1)
in 5 rataa, joniden pituus on 1 ja muilla kolmella permutaatiolla on 2 rataa, joiden pituus on 2
ja 1 rata, jonka pituus on 1




(a) Alla olevassa verkossa solmut v, j = 1,2,...,6 on "véritetty’vireilld a, b ja c siten,
ettd w(vy) = b, w(va) = ¢, w(vs) = a, w(vy) = b, w(vs) = cjaw(vg) = a. Aseta solmut
johonkin jérjestykseen siten, ettd ahne viritysalgoritmi antaa timén vérityksen jos viérit
ovat aakkosjarjestyksessa.

(b) Mistd ndhdiin, ettei timén verkon solmuja voi vérittdd kahdella vérilla siten, ettd sol-
mut, joiden vililld on kaari on véritetty eri véreilla.

(c) Onko alla olevassa verkossa Eulerin polku? Konstruoi sellainen tai selitd miksi se ei ole

mahdollista.
@[@'3

Ratkaisu: (a) Erds mahdollinen jérjestys on
Ve, Vs, V4, (%0 Us, %

(b) Koska esimerkiksi kaikki solmut vy, v9 ja v3 ovat toistensa naapureita niitd ei voi varittdd
kahdella virilld siten, ettd jos kahden solmun vililla on kaari niin solmut viritetddn eri vireilla
joten sama tulos pitee alkuperiiselle verkollekin. Toisella tavalla: [vy, ve, v3, v1] on yksinkertai-
nen sykli, jonka pituus on pariton ja néin ollen kaksi virid ei riité.

(c) Verkossa on 4 solmua. joilla on 3 naapuria ja Eulerin polku on olemassa vain jos on joko 0
tai 2 solmua, joilla on pariton mééréd naapureita.




