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1. Osoita induktiolla (vaikka se olisi mahdollista jollain muullakin tavalla), ettd

1+1n>1+” > 1
1) = Ty =

Ratkaisu: Viite P(n) on tissi tapauksessa, ettd (1 + )" > 1+ 2 jakunn = 1 niin (14 {)' =
1+ 1 joten P(1) on tosi viite.
Oletamme seuraavaksi, ettd P(k) on tosi eli (1 + 1)¥ > 1 + %, Silloin
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Niin ollen my6s P(k+1) on tosi viite eli P(k) — P(k+1) pétee ja induktioperiaatteen nojalla

voimme todeta, ettd P(n) on tosi kaikillan > 1.

2. Alla olevassa verkossa on esitetty relaatio W joukossa X = {1,2,3,4,5,6} siten, ettd
solmusta 7 solmuun j on suunnattu kaari jos ja vain jos [i, j| € W (eli i{WV 7).

oyo
o2y

(a) Mitkd parit [z, y] (missd z, y € X) on esimerkiksi lisdttdvd ja mitkd poistettava tdsti
relaatiosta IV jotta siitid tulisi funktio?

(b) Mitki parit [x,y] (missd z, y € X) on esimerkiksi liséttidvd ja mitkd poistettava tisti
relaatiosta IV jotta siitd tulisi funktio, joka liséksi on surjektio?

Valitse molemmissa tapauksissa parit (eli suunnatut kaaret) niin, ettd tulee mahdollisimman
vihin lisdyksid ja poistoja, mutta sinun ei tarvitse osoittaa ettd néin todella on asian laita valin-
noillasi.

Ratkaisu: (a) Kuvan relaatio ei ole funktio koska [1,2] ja [1,5] kuuluvat relaation ja samoin
[4,1] ja [4, 5] kuuluvat relaatioon joten poistamme esimerkiksi parit [1, 5] ja [4, 1]. Niin saatu
relaatio ei edelleenkéin ole funktio koska ei 16ydy alkiota x siten, etté [5, ] kuuluisi relaatioon



tai alkiota y siten, etté [6, y| kuuluisi relaatioon. Niin ollen lisdédamme esimerkiksi parit [5, 6] ja
6, 5] ja silloin verkko ndyttdd seuraavanlaiselta:

(b) Jos ensin menettelemme kuten (a)-kohdassa ja poistamme parit [1, 5] ja [4, 1] sekd lisddmme
parit [5, 6]ja [6, 1] niin meilld ei vield ole surjektiota koska ei ole alkoita x siten, ettd [z, 3]
kuuluisi relaation. Tdmi on korjattavissa silld tavalla, ettd lisdédmme parin [2, 3] mutta silloin
joudumme poistamaan parin [2, 4] koska muuten menettdisimme funktio-ominaisuuden. Tdmin
jéalkeen verkko niyttidd seuraavanlaiselta:

3. Perustele vastauksesi seuraaviin kysymyksiin:
(a) Piteeko A\ (B \ C) = (A\ B) \ C kaikilla joukoilla A, B ja C?
Jos vastaus on kielteinen, piteeko A\ (B \ C) # (A \ B) \ C kaikilla joukoilla A, B ja
c?
(b) Seuraako oletuksista f € O(n?)jag € O(n), ettd f + g € O(n?)?

Ratkaisu: (a) Jos A= B = C # (Qniin B\ C = A\ B = (jolloin A\ (B\C) =A\0=A#0
mutta (A \ B) \ C' =0\ C = 0 ja vastaus ensimméiseen kysymykseen on kielteinen.

Jos sen sijaan A = () niin A\ (B \ C') = () samoin A\ B = () jolloin (A\ B)\ C =0 ja
vastaus toiseenkin kysymykseen on kielteinen.
(b) Jos f € O(n?) niin on olemassa vakiot C; ja Ny siten, ettd |f(n)| < C¢n?| kunn > Ny ja
jos g € O(n) niin on olemassa vakiot C;, ja N, siten, ettd |g(n)| < Cy|n?| kunn > N,. Jos nyt
n > max{Ny, N,} niin |n| < |n?| ja

(f +9) ()| = [£(n) + g(n)| < | ()] + |g(n)] < Crn®| + Cyln|
< Cyln®| + Cyln?| < (Cp + Gy,

eli f+g € O0(n?).




(a) Kurssilla on 50 opiskelijaa koulutusohjelmasta A ja 40 opiskelijaa koulutusohjelmasta
B. Monellako tavalla voidaan kurssin opiskelijoista muodostaa harjoitusryhmi, johon
kuuluu 10 opiskelijaa koulutusohjelmasta A ja 8 opiskelijaa koulutusohjelmasta B?

(b) Laatikossa on 1 vihred pallo, 19 sinisti palloa, 11 keltaista palloa ja 23 punaista palloa.
Monellako tavalla voidaan poimia 9 palloa laatikosta, kun poimintajirjestykselld ei ole
merkitysti ja samanvériset pallot ovat identtiset?

Vastauksissasi saa numeroiden lisdksi olla potensseja, -, +, !, (, ) ja / mutta ei esimerkiksi
binomikertoimia.

50
Ratkaisu: (a) Koulutusohjelman A opiskelijoista voidaan valita 10 opiskelijaa (10) :lla eri ta-

40
valla ja koulutusohjelman B opiskelijoista voidaan valita 8 opiskelijaa ( g ) :11a eri tavalla joten

kaikkien vaihtoehtojen lukuméiiriksi tulee tuloperiaatteen nojalla
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(b) Koska laatikossa on vain yksi vihred pallo niin voimme ainostaan poimia joko yhden vih-
redn pallon jolloin me poimimme 8 muunvéristd palloa tai emme poimi yhtidin vihredtd palloa
jolloin poimimme 9 muunviristd palloa. Namé vaihtoehdot ovat toisiaan poissulkevia ja kos-
ka samanviristen (ei-vihreiden) pallojen lukumaéirélle ei ole rajoituksia niin kyse on valinnasta
palauttaen ja koska muita vérejd kuin vihred on 3 kappaletta niin vaihtoehtojen lukumééraksi
tulee

3—1+4+8 3—1+4+9 10 11 10-9 11-10
o)+l = (D) (5) -5 Hyt = s =100




