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@ Implisiittifunktiolause: f(x,y) =0 = y=g(x)
Jos

o f(x,y) on jatkuvasti derivoituva,

o f(xo,y0) =0,

o fy(xo,Yo) on kidantyvd matriisi,

niin on olemassa jatkuvasti derivoituva funktio g(x) siten, ettd g(xo) = Yo
Ja f(x,g(x)) = 0 kun ||x — xo|| on riittdvan pieni.
Derivoimalla saamme fy(x, g(x)) + fy(x, g(x))g’'(x) = 0 ja kun sijoitamme
X = Xg ja ratkaisemme g'(xg) yhtal6std saamme

g’ (x0) = —fy(x0, Yo) *fx(x0, Yo)-

Tassa f : R™ x R" — R" eli jotta fy(xo,Yyo) voisi olla kddntyva, sen tiytyy
olla nelimatriisi, eli meilld pitaa olla yhtd monta yhtaloa systeemissa
f(x,y) = 0 kuin mitd meilld on tuntemattomia vektorissa y.
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W Implisiittifunktiolause ja approksimaatiot

Jos f(xg,y0) = 0, f(x,y) on jatkuvasti derivoituva ja
f(xo + Ax,yo + Ay) = 0 niin pitee

fx(x0,y0)Ax + fy(x0,y0)Ay ~ 0

Jja jos fx(xo,Yyo) on kddntyvd matriisi niin

ow
- —7
qQ(é’x)y '

Jos f(x,y,z,w) =0 ja g(x,y,z,w) =0 niin voimme (ehka? esimerkiksi?)
ratkaista joko w ja z muuttujien x ja y funktioina (eli w = w(x,y),

z = z(x,y)) tai w ja y muuttujien x ja z funktioina (eli w = w(x, z),

y = y(x, z)) ja silloin ei ole selvdd mita %—‘;‘(’ tarkoittaa. Tallaisessa

tapauksessa merkinta (%—‘;")y tarkoittaa, ettd w on muuttujien x ja y

funktio, eli (8W) = M
y

Ax ~ —fy(xo, yo) fy(xo, yo) Ay.

Ox Ox
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& Suljetut, avoimet ja rajoitetut joukot

o Joukko Q C RY on suljettu jos sen reuna OQ C Q ja se on avoin jos
0N Q =0 eli jos RY\ Q on suljettu.

o Joukon Q reuna 0N sisiltas tismdlleen kaikki RY:n pisteet x, joille
patee ettd jokaisella 6 > 0 on olemassa vs € Q ja us € RY\ Q siten,
ettd ||vs — x|| < ¢ ja ||lus — x|| < §. (Huomaa, etta on aina mahdollista
valita x toiseksi naistd pisteista vs ja us ja ettdi 9Q = O(RI\ Q) .)

o Joukko Q C R on rajoitettu jos on olemassa luku C < oo siten, ettd
|1x]] < C kun x € Q.

%Suurin ja pienin arvo

Jos f : Q — R on jatkuva ja Q C R on suljettu ja rajoitettu niin on
olemassa x1 ja xp € Q) siten, ettd f(x1) < f(x) < f(x2) kaikilla x € Q, eli
funktio f saavuttaa suurimman ja pienimmdan arvonsa joukossa €2. Jos ) ei
ole suljettu tai ei ole rajoitettu niin nain ei valttamatta ole asian laita.

Jos f : RY — R on jatkuva ja lim|x| o0 f(X) = 00 niin pienin arvo

saavutetaan, eli on olemassa x; siten, ettd f(x1) < f(x) kaikilla x € RY.

o
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% % Optimoinnin peruslause

Jos f on dervoituva pisteessd xg ja f(x) > f(xg) kun ||x — xg|| < & missd
0 > 0, eli xg on paikallinen minimipiste, niin patee

Df(XO) = Vf(Xo) = f/(X()) =0.

% Milloin derivaatan nollakohta on maksimi- tai minimipiste?

Olkoon f kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva, f'(xg) = 0 ja

Faxa (XO) o Fax (XO)
i) = &+ =~
faaxa (X0) -+ Fxn (X0)
@ Jos kaikki f"(xg):n ominaisarvot ovat > 0 niin xo on paikallinen
minimipiste.

@ Jos kaikki f"(xg):n ominaisarvot ovat < O niin xo on paikallinen
maksimipiste.

@ Jos f"(xg):lla on ainakin yksi positiivinen ja ainakin yksi negatiivinen
ominaisarvo niin Xo ei ole maksimi- eikd minimipiste vaan ns.
satulapiste.
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&) Symmetrisen ja reaalisen 2 x 2-matriisin ominaisarvot?

Olkoon A symmetrinen ja reaalinen 2 x 2 mattriisi.

A:n ominaisarvot ovat >0 < A(1,1) > 0 ja det(A) > 0.
A:n ominaisarvot ovat <0 <& A(1,1) <0 ja det(A) > 0.

A:n ominaisarvoilla on eri merkki <  det(A) < 0.

% Mista 16ytyy funktion suurin (tai pienin) arvo?
Jos f : Q2 — R on jatkuva ja S on suljettu (Q:n reuna on 0Q C Q) ja
rajoitettu niin patee
f(x) < f(xp), x€Q
(eli funktio saavuttaa suurimman arvonsa pisteessd Xo) Missa
@ xo € 002 (2:n reuna), tai
@ xp € Q\ 9 ja f'(xg) =0, tai

@ xg € Q\ 00N eikd f ole derivoituva pisteessa Xg.
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‘& Taylorin polynomi
@ Lineaarisessa approksimointikaavassa esiintyva polynomi
f(x0, ¥0) + fx(x0, ¥0) (X — x0) + £, (%0, Y0) (¥ — y0),
on funktion f(x,y) 1. asteen Taylorin polynomi pisteessd (xo, ¥o).

@ Funktion f(x,y) 2. asteen Taylorin polynomi pisteessa (xo, yo) on

f(x0, ¥0) + f(x0, ¥0)(x — x0) + £, (x0, ¥0)(y — ¥0)

1 1
+§fxx(Xo,)/o)(X—Xo)2+fxy(Xo,yO)(X—Xo)(y—YO)JrEfyy(Xo,)/o)(y—)/o)2-
@ Jos f(x,y) on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva niin patee
f(x,y) = p(x,y) +n(x,y),

missd p(x, y) on korkeintaan astetta kaksi oleva polynomi ja

im () (x0.70) (X_Xoggi{;_yo)z = 0 jos ja vain jos p(x,y) on funktion

f(x,y) 2. asteen Taylorin polynomi pisteessi (xo, ¥o)-

o Yleisemmin: Jos f : R? — R niin 2. asteen Taylorin polynomi on

Fx0) + 7 (x0) (x — x0) + 5 (x — x0) " (x0) (x — o).
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% % Pienimman nelidsumman menetelma3
Jos oletetaan, ettd yhteys muuttujien y ja x valilla voidaan kuvata yhtalolla

y =~ cah(x)+ cf(x)+ ...+ cmfm(X),

Ja halutaan mdarittdd kertoimet ¢; kun pisteet (x;,y;), j=1,...,n ovat

tiedossa niin erds mahdollisuus on minimoida funktio
n

g, vcm) = Y _(th(x) + ... + cmfm(x}) — v7)°.

j=1
Minimiarvo saavutetaan kun

C1

= (ATA)1ATY,

Cm
missd A(j, k) = fx(x;) ja Y(k,1) = yx koska minimoitavaa funktiota q
voidaan esittad muodossa

S (S0 AGL k) C(k, 1) = Y(j,1))% = [|AC = Y12 missa C(k,1) = c.

v
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¥ Lineaarinen regressio

Jos oletamme, ettd yhteys muuttujien x ja y valilla on y ~ a+ bx ja
haluamme minimoida > _; (a + bx; — yj)2 voimme mddritelld

A(j,1) = 1,A(j,2) = x; jolloin ratkaisu on [Z] = (ATA)1ATY

Mutta voi olla edullista ensin laskea x = 1 J 1 XjJjay= 1 J 1Y Jja
sitten minimoida

=G+ b5 =)~ (=)’

Ehdosta f5(4, b) = 0 seuraa 3= 0 koska > _7_;(x;—X) = > 7_1(y; —¥) =0
Ja ehdosta 0 = f,(0,b) =23 7, (b(xj —X) — (yj; —¥))(xj — X) saamme
21 =X)(y; —¥)

2}7:1(Xj —X)?

Kerroin a lausekkeessa y = a + bx tulee olemaan

b —

a=Yy— bx.

v
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¥¥mf(x,y,z) =7 kun g(x,y,z) =0 ja Lagrangen kertoimet

Lagrangen kertoimien idea on seuraava: Muodosta uusi funktio
L(x,y,2z,A) = f(x,y,z) + Ag(x,y, 2),

Ja ratkaise yhtalésysteemi L'(x,y,z,A\) =0 eli

f(x,y,2z) + Agx(x,y,2z) =0
fy(x,y,z) + Agy(x,y,z) =0
f(x,y,z) + Agz(x,y,z) =0

g(x,y,z) =0

Jos funktio f(x,y, z) saavuttaa suurimman tai pienimman arvonsa kun

g(x,y,z) = 0 jossain pisteessa (xo, Yo, 20) niin jokin seuraavista ehdoista
on voimassa:

e L'(xo, Y0, 20, o) = 0 jollain luvulla X,
o g'(x0,¥0,20) =0,

e f tai g ei ole jatkuvasti derivoituva (xo, Yo, Zo) pisteen ldheisyydessa.
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‘¥ Monta ehtoa ja monta Lagrangen kerrointa

Jos pitdd maarittdd minf(x) =7 kun g(x) = 0 ja h(x) = 0 niin

maxXx
muodostetaan funktio

L(x, A, 1) = F(x) + Ag(x) + ph(x)
Jja ratkaistaan yhtalosysteemi

L'(x, A, 1) = 0.

@ Mita Lagrangen kerroin "kertoo”?

Oleta etta funktion f(x) suurin (tai pienin) arvo kun g(x) + ¢ =0
saavutetaan pisteessa x(c) ja tima piste on Lagrangen funktion

L(x,\) = f(x) + A(g(x) + ¢) nollakohta, eli L'(x(c), A\(c)) = 0. Jos nyt
h(c) = f(x(c)) on maksimiarvo (tai minimiarvo) niin patee h'(c) = A(c).
Lagrangen kerroin siis kertoo miten maksimi- tai minimiarvo riippuu
muutoksista rajoitusehdossa.
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¥ ¥ Tasointegraali, mairitelma |

Jos f(x,y) > 0 niin
// f(x,y)dA
D

on kappaleen { (x,y,z): (x,y) € D,0<z < f(x,y)} tilavuus.

o B %) w £ [+] =l
T T T T T T 1
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‘@ Tilavuus, askelfunktiot ja integraalit
@ Suorakulmaisen sdrmién tilavuus on sarmien pituuksien tulo.

o Funktio f(x,y) : R> — R on askelfunktio jos on olemassa luvut
X0<X1. . <XmYo<y1<...<ypnjacik, 1<, <m 1< k<n
siten, etta

Ciks JOSXj—1 <X <Xjjayk—1=<y < Yk

f(x,y)=
b y) 0, muuten.

@ Askelfunktion f(x,y) tasointegraali on

//Rz poy)en= Z Z k(X — Xi—1)(Vk — Yk—1);

j=1 k=1

eli xy-tason, funktion f(x,y) ja tasojen x = x; sekd y = y
rajoittamien suorakulmaisten sarmidden tilavuuksien summa missa xy
tason alapuolella olevien sarmididen tilavuudet on otettu negatiivisina.
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@@Tasointegraali, maaritelma I

Jos funktio f : D C R?> — R on sellainen ettd I6ytyy jono askelfunktioita
fn:R2—>R, n > 1 siten

o 1p(x,y)f(x,y) = limy_ o0 fa(x,y) melkein kaikilla (x,y) € R? (missa
1p(x,y)f(x,y) = f(x,y) jos (x,y) € D ja O muuten).
o > 2 [ g2l fa(x,y) — faya(x,y)| A < o,
niin f on integroituva joukossa D ja

/ /D F(x,y)dA = lim / /R f(x.y)dA
@ Huom!

Jotta ylla olevasta maaritelmasta tulisi kunnon maaritelma on osoitettava,

ettd [[, f(x,y)dA ei riipu siitd miten askelfunktiot f, on valittu, eikd
tama ole aivan yksinkertainen asia todistaa.

Tata maaritelmaa kaytettaessa ei tarvitse puhua epaoleellisista
integraaleista mutta |f| on integroituva jos f on integroituva.

v
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W Jatkuvat funktiot ovat integroituvia

Jos D = [a, b] x [c,d] jaf:D — R on jatkuva niin f on integroituva
Jjoukossa D ja

/ /D F(x,y) dA

— lim
max{(xj—xj—1),(Yk—Yk—1)}—0 <

S

INgE

F(xi, ¥7) (x5 — xj—1)(Yk — Yk—1)-
1 k=1

J

© Airetdn integraali

Jos f : R?2 = R on ei-negatiivinen ja funktiot
fo(x,y) = 1¢,(x,y) min(n, f(x, y)), missd C, = {(x,y) : x> + y> < n?}
ovat integroituvia joukossa D ja limp_.o [[5 fa(x,y)dA = oo niin
sanomme, ettd [[, f(x,y)dA = co. Samoin, jos
f(Xa)/) - f—l-(Xa)/) o f—(X7y) missa f—l—(X?y) >0 Jja f—(Xv)/) >0,
[Jp fr(x,y)dA = oo ja f_ on integroituva Joukossa D, jolloin
ffD ~ xy)dA<oon//nffD x,y)dA = co.
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¥ % Iteroidut integraalit ja integroimisjirjestyksen vaihto eli Fubinin
lause

Jos —o<a<b< oo, —0o<c<d<ja

b d
// 1f(x,y)|dA < oo tai / (/ |f(x,y)|dy> dx < o0
(a,b)x(c,d) a c
d b
tai / (/ |f(x,y)\dx> dy < o0

(ja f on askelfunktioiden (tai jatkuvien funktioiden) raja-arvo melkein kaikissa pisteissé niin kaikki in tegraa/it
ovat olemassa ja

//(a,b)x(c,d) Flx.y)da
:/ab (/Cdf(x,y)dy) dx:/cd (/abf(x,y)dx) i
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%Huom!

Tasointegraalit lasketaan tavallisesti siten, ettd ne kirjoitetaan edellisen
tuloksen (ns. Fubinin lauseen) nojalla iteroituna integraalina ja silloin,
kuten erityisesti myos integroimisjarjestysta vaihdettaessa, ongelmaksi voi
muodostua kysymys siitd mita integroimisarajat ovat:

b h(x) ? ?(y)
/ / ol | b = / / ) | &
a g(x) ? 2(y)

Joskus on myds syyta kirjoittaa oikean puolen lauseke useamman
integraalin summana.

%Huom!

Vaikka tasointegraalit on tassa maaritelty "tilavuuksina” niin kaytannén
sovelluksissa tasointegraali on tilavuus ainoastaan jos molempien
muuttujien ja integroitavan funktion yksikkéna on pituusyksikké ja nain ei
tietenkaan useimmiten ole asian laita.

.
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% ¥ Tasointegraalin ominaisuuksia
o [[51dA on joukon D pinta-ala.
o [[5f(x,y)dA =0 jos joukon D pinta-ala on 0.
@ Jos f(x,y) > 0 joukossa D niin V = [ f(x,y)dA on joukon
{(x,y,2): (x,y) € D,0 <z < f(x,y)} tilavuus.
° ffD<af(X,y)—|—Bg(x,y)) dA=a [[;f(x,y)dA+ 5 [[5g(x,y)dA.

@ Jos f(x,y)<g(x,y), (x,y)eD niin [[,f(x,y)dA< [[,g(x,y)dA.
o |[[,f(x,y)dA| < [[plf(x,y)dA.

o [[,f(x,y)dA= ZJ ) ffD x,y) dA mikili D = Ui_, D; ja joukon
D; N D; pinta-ala on 0 kun i # j.

b rd
o [ [7f(x g(y)dydx—f f(x) dxf g(y)dy.
@ Jos funktiot f,, n > 1 ja g ovat mtegro:tuv:a joukossa D C R?, (siis

eritysesti [ [, g(x,y)dA < 00), lim_oo fa(x,y) = f(x,y) ja
1fa(x,¥)] < g(x y) melkein kaikilla (x,y) € D niin

limpsoo [[p fa(x,y)dA = [, f(x,y)dA.
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¥ Majoranttiperiaate

Jos
0 0 < f(x,y) <gl(x,y) kun (x,y) € D (jaf on askelfunktioiden raja-arvo),
@ g on integroituva joukossa D, eli

//D g(x,y)dA < oo,

niin f on integroituva joukossa D, eli

//D f(x,y)dA < 0.

Integraalia [[ [\, f(x,y,z)dV madritellidn ja lasketaan "samalla tavalla’
kuin tasointegraali!

tilavuus(W) = /// ldxdydz.
w
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% Avaruusintegraalit




% Muuttujien vaihto tasointegraaleissa

Jos muuttujien x ja y sijasta integraalissa [ [, f(x,y)dxdy otetaan
kayttoon muuttujat s ja t siten, etta

x = x(s, t),
y =y(s,t),

Jja siten, ettd (x,y) € D jos ja vain jos (s, t) € D, (ja kuvaus on bijektio,
mahdollisesti lukuunottamatta joukkoa jonka pinta-ala on Q) niin

// (x,y)dxdy = //* x(s,t),y(s,t)) Ax.y)

(s, t)

s g (& £])

Huomaa myos, etta

‘ddt

0

d(x,y) _ 1
d(s,t)  O(s,t)’
d(x,y) )
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% % Napakoordinaatit

x = rcos(f) r>0
y = rsin(0) 0 € [0,2n]

= dxdy = rdrdé.

% Pallokoordinaatit

x = psin(y) cos(6) p=>0
y = psin(y) sin(0) 0 € [0, 2x]
z = pcos(y) o € [0, 7]

= dxdydz = p®sin(¢)dpdfdyp
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(& Muuttujien vaihto avaruusintegraalissa
a Y Y
dxdydz = M dudvdw
O(u, v, w)
Ox Ox  Ox
06y.2) _ g |80 B W
O(u, v, w) 2 %
ou Ov Ow
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(& Esimerkki: Muuttujien vaihto

Jos haluamme mdaérittidd seka pallon x*> + y? + z> = 2a° ettd sylinterin

x2 + y? = a® sisdpuolelle jadvin kappaleen tilavuus, eli joukon

{(x,y,2) : x>+ y? + 22 < 23%, x> + y? < 2%} tilavuus niin
yksinkertaisinta on kayttda sylinterikoordinaatit [r, 0, z] missd x = r cos(f),
y = rsin(60) jolloin dxdy dz = rdrdfdz. Nailli koordinaateilla joukoksi
tulee { [r,0,z] : 0 <r<a,0<0<2r, z2 <2a% —r?} ja tilavuus on

27 pra  pV2a%2—r2
/ / / rdzdrdf
0 0 J—2a2—r2
2m a
:/ / r(v2a% — r2 — (—v/2a% — r?))drdé
0 0

27 a 27 a
:/ / 2r\/232—r2drd9:/ / (—g> (232—f2)%ad9
0 0 0 0 3
2 27 4 3
=2 [ (- ed?) e =Teva-.
0

3

v
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‘& Esimerkki: Muuttujien vaihto, jatk.
Jos sylinterikoordinaatien sijasta kaytamme pallokoordinaatteja, eli

x = psin(yp) cos(8), y = psin(y)sin(f) och z = pcos(p) niin
dxdy dz = p?sin(yp) drho df dy ja integroimisrajoiksi tulee 0 < 6 < 2,
0<p<mw ochnggmax{\/ia,sin—‘ao)}. Nyt \/2a > m kun

0<p<7Ja %TW < ¢ < 7 joten voimme jakaa integraalin kahteen osaan
ja rajoittaa muuttujaa o vilille [0, 2] mutta kertoa tulosta kahdella jolloin
tilavuus on

2 % a2 ) . 27 % @ ) .
2/ / / 0 S|n(cp)dpdcpd9—|—2/ / / p-sin(p)dpdpdd
o Jo Jo o Jr Jo
s a\/i

AL (f) ()
+2 (/027r de) (/: (Kgn(@)%:%sin(go)) d¢> _
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(@ Esimerkki: Muuttujien vaihto, jatk.

_ (K (—COS(sO))> ([fp;) +4w/j 35%;0)2(1@
50 )

3 3 3
:8\@ra 1_L +47Ta _ 4ma (V3 1)
3 V2 3 3

k]
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