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% Usean muuttujan vai vektorimuuttujan funktiot

e Funktio f : D C RY — R on "siinté” tai "yhteys” (usein mutta ei
suinkaan valttimatts, kaava) joka jokaiseen mdarittelyjoukon D
alkioon (x1,x2,...,xq) liittda yksikasitteisen "arvon”
f(x1,x2,...,xq4) € R.

o Funktion f : RY — R™ arvot ovat vektoreita ja vektorin f jokainen
komponentti on funktio: RY — R eli

Alx, ..., xd)
f(Xl,...,Xd):
fm(Xl, ce ,Xd)
@ Usein voi olla hyddyllista, ettd sen sijaan ettd kisittelemme funktiota
f(x1,x2,...,Xq4) usean muuttujan funktiona kasittelemmen sitd yhden

vektorimuuttujan x funktiona f(x) missa vektorilla x on d
komponenttia.

e Useimmiten otamme funktion argumentit pystyvektorina jolloin
funktion derivaatta eli gradientti (kun funktio on reaaliarvoinen) ON vaakavektori.
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% Tasa-arvokayrit

Jos f(x,y) on kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio ja ¢ € R niin
Joukko { (x,y) : f(x,y) = c } on usein kayra (tai sitten kdyrien unioni) eli
funktion tasa-arvokayra. Kuvio, jossa on piirrettynd monta tillaista
tasa-arvokdyrdd antaa tietynlaista informaatiota funktiosta.

Funktion f(x,y) = x + 2y tasa-arvokdyrét ovat suoria kun taas funktion
g(x,y) = x? + y? tasa-arvokayrit ovat ympyroita:

1IN

Kolmen muuttujan tapauksessa saadaan vastaavasti tasa-arvopintoja.
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¥ % Raja-arvo, mairitelmi |

lim(x.y)=(xo0) F (X, ¥) = L jos |[f(x,y) — L| on "pieni” aina kun
[1(x,¥) — (%0, ¥0) |l = V/(x — x0)2 + (v — y0)? on "riittivan pieni” ja
(x,y) # (x0, y0)-

W
% ¥ Raja-arvo, maaritelmi Il
limyx_x, f(x) = L jos |f(x) — L| on "pieni” kun ||x — xo|| on "riittdvan
pieni” ja x # Xg.

v
& Vektorin pituus
Vektorin x pituus, kun sen komponentit ovat xi, Xo, ..., X4, on tassa
||X|| — \/X% + X22 ‘I— 0o o + Xs mutta raja-arvot eivdt riipu siitd miten vektorin "pituus” on madritelty kunhan

silld on normaalit " pituuden” ominaisuudet.
y

(& Raja-arvo, maaritelma Il

Iimx—>;<20 f(x) = L jos jokaisella e > 0 on olemassa 6 > 0 siten, ett3 jos
xe
0 < [[x —xq|| <9 jax e Q niin patee |f(x) — L| < e.

4
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% Raja-arvo, ominaisuudet
Jos limy_,x, F(x) = F ja limx_x, g(x) = G niin patee
o limy_yx, (af (x) 4+ Bg(x)) = aF + 3G,
o limy_x, f(x)g(x) = FG,
o limy_s, % = £ jos G #0.
Tastd seuraa, ettd raja-arvot, joiden maarittiminen on hankalaa ja nain ollen
vaativat eniten tydta, ovat ne, joissa sijotus antaa tulokseksi g.

¥ % Raja-arvo, kuristusperiaate
@ Jos limy_,x, g(x) = 0 ja |f(x)| < g(x) (kun x # xo) niin
limy—yx, f(x) = 0.
@ Jos limy_,x, g(x) = limyx_,x, h(x) = L ja g(x) < f(x) < h(x) (kun x # xq)
niin limy_x, f(x) = L.
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% Raja-arvo siteita pitkin
Jos f on yhden reaalimuuttujan funktio niin silld on raja-arvo pisteessi tg

jos ja vain jos oikean- ja vasemmanpuoliset raja-arvot ovat samat.
Useamman muuttujan tapauksessa tilanne on osittain toinen:

@ Jos raja-arvo im0+ f(xo + at, yo + [t) ei ole riippumaton
parametrien « ja [3 arvoista niin raja-arvo lim(, ;) (x.y0) f(x,y) ei ole
olemassa.

o Jos lim;_,o1 f(xo + at,yo + Bt) = L kaikilla o ja B joilla o 4 3% > 0
niin tasta seuraa ainoastaan, etta
jos raja-arvo on olemassa niin se on L.

(& Epayhtaloita ym.
@ Jos limy_yx, f(x) = F, limy_yx, g(x) = G ja f(x) < g(x) kun x # xg
niin patee F < G.
o Jos limy_,x, f(x) = F niin patee lim(, ,)_(x.0) f(X) = F.
@ Jos limy_,x, g(x) = G ja g(x) # G kun x # xq niin pitee
limy—sx, f(g(x)) = lime—g £(2). )
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¥ @ Jatkuvat funktiot
o Funktio f : Q — R on jatkuva pisteessa xq jos xg € Q C RY ja
lim f(x) = f(xo)

X—>X0
xEQ

eli Q onRY:n osajoukko, xo kuuluu joukkoon Q, f(xo) on maaritelty,
raja-arvo on olemassa ja se on f(xo).

o Funktion f : Q — R on jatkuva joukossa Q C R? jos

lim f(x) = f(xo) kaikilla xq € Q.
Xx—gf);o

eli jos se on jatkuva joukon €0 jokaisessa pisteessa.

% Jatkuvat vektoriarvoiset funktiot

Funktio f : Q — R™ on jatkuva pisteessd xo € S0, (joukossa 2), jos
Jokainen komponentti on jatkuva pisteessd xq € 0, (joukossa Q).
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@ @ Jatkuvien funktioiden summa, tulo ja osamiira
Jos f ja g : Q — R ovat jatkuvia joukossa Q C RY niin

e af(x) + Bg(x) ja f(x)g(x) ovat jatkuvia joukossa (2,
f(x)

2(x) On Jjatkuva joukossa {xeQ:g(x)#0}.

@ @ Jatkuvien funktioiden yhdistetty funktio on jatkuva

Jos g : Qg — Qf jaf :Qf = R™, missd Qg C RY ja Qf C RP, ovat
Jatkuvia méadrittelyjoukoissaan niin funktio (f o g)(x) = f(g(x)) on jatkuva
Joukossa 1.

% % Huom!

Jos funktio f(x,y) on jatkuva (esim. R?:ssa) niin funktio x — f(x,y) on
Jatkuva kaikilla parametrin y arvoilla ja funktio y — f(x,y) on jatkuva
kaikilla parametrin x arvoilla.

Mutta jos ainoastaan oletamme, ettd funktio x — f(x,y) on jatkuva
kaikilla y ja funktio y — f(x,y) on jatkuva kaikilla x niin tist3 ei
valttimatts seuraa, etta funktio (x,y) — f(x,y) olisi jatkuva.
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% ¥ Osittaisderivaatat

f(x+hy)—f(xy)

fX(X’y):fI;i—To h
. f(x,y+k)—f(x,y

@ Erilaisia merkintitapoja

fX=g:DJ:ﬂ:le:D(l’O)f...

ox
0 of O%f

fy = (fx = DLf.
y = (hy = 8y6’x 8y8x

@ % Derivoimisjarjestyksen vaihto
Jos f., f,, fy, ja f,x ovat olemassa ja jatkuvia niin pitee

foy = fyx-
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% ¥ Derivaatta

Funktio f : RY — R on derivoituva pisteessi x jos on olemassa
(rivi)vektori, joka merkitaan f'(x):Ild siten, ettd

im |f(x+h) — f(x) — f'(x)h|

h—0 I[h]] =0

Tassa f'(x)h on 1 x d-rivivektorin f'(x) ja d x 1-sarakevektorin h matriisitulo, ja
se voidaan myds esittad pistetulon muodossa f'(x) - h jos ei haluta tehdi eroa
rivi- ja pystyvektorien valilla.

Muita usein kdytettyja derivaatan merkintdja ovat Vf(x) ja Df(x).

@ % Derivaatta ja osittaisderivaatat

Jos funktiolla f : RY — R on jatkuvat osittaisderivaatat niin f on
derivoituva ja

f’(x) = Vf(x) = Df(x) = [fxl(x) fo(x) ... fXd(x)] )

¥ % " Jatkuvasti derivoituva” < "Derivoituva ja derivaatta on jatkuva” J
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% % Vektoriarvoisen funktion derivaatta

Funktio f : RY — R™ on derivoituva pisteessd x jos jokainen komponentti
on derivoituva pisteessi x, eli on olemassa m x d matriisi f'(x) siten, ettd

o IFCx+h) — F(x) — Feoh|

h—0 IIh|| 0

Matriisin f'(x) rivivektorit ovat vektorin f komponenttien derivaatat ja
f'(x)(i,)) = %}E’,‘). (Tatd matriisia kutsutaan usein Jacobin matriisiksi.)
J

¥ % Ketjusaanto

Jos h(x) = f(g(x)) missa f ja g ovat derivoituvia niin patee
W (x) = f'(g(x))g'(x).

Huomaa, etti tissd oletetaan, ettd x, g ja f ovat sarakevektoreita (mahdollisesti
vain yhdelld komponentilla) ja on tirkeitd ettd ketjusaanté kirjoitetaan
jérjestyksessi f'(g)g’ koska jos g : R? — RP ja f : RP — R™ niin f' on
m X p-matriisi ja g’ on p x d-matriisi jolloin matriisitulo f'(g(x))g’(x) on hyvin

maadritelty.
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% Suunnattu derivaatta

Funktion f suunnattu derivaatta pisteessd x suuntaan u on funktion
t— f(x+ tﬁu) derivaatta pisteessa 0 ja on nain ollen

Duf(x) = f’(x)qule = V() (fu).
ja se kertoo miten nopeasti funktio f kasvaa tai vahenee kun kuljetaan
pisteestad x suuntaan u.
Huomaa, ettd Dif (x,y,z) = f(x,y,z), Dif(x,y,z) = f,(x,y,2) ja
Dyf(x,y,z) = f,(x,y, z), eli osittaisderivaatat ovat suunnatut derivaatat
koordinaattiakselien (positiivisiin) suuntiin.

@ % Mihin suuntaan osoittaa gradientti?

Suunnattu derivaatta D,f(x) pisteessd x on suurimmillaan kun u 11 Df (x)
(ja pienin vastakkaiseen suuntaan ) joten funktio kasvaa nopeimmin
gradientin suuntaan.
Suunnattu derivaatta on 0 kun u L Df(x) joten gradientti on
kohtisuorassa tasa-arvokayrid (tai -pintoja) kohti.
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% ¥ Lineaarinen approksimointi
f(x+h) ~ f(x) + f'(x)h = f(x) + VF(x) - h,
tai toisella tavalla esitettyna
f(X+AXay+Ay7Z+AZ) o f(X7y7Z)
~ f(x.y,2)Ax + f,(x,y,2) Ay + f(x, y, z)Az.

v

(& Tangenttitaso

Koska gradientti on kohtisuorassa tasa-arvopintoja kohti niin pinnan
f(x,y,z) = ¢ normaali pisteessa (xo, yo, 20) on

f,(X07y07ZO) = fX(XanOaZO)i + f;’(Xovy07ZO)j + fZ(XanOaZO)k7

Ja pinnan tangenttitasolla pisteessa (xo, Yo, 20) on yhtalo

f(x0, Y0, 20)(x — x0) + f,(x0, Y0, 20)(y — y0) + f2(x0, Y0, 20)(z — 20) = 0

v
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@ % Lineaarinen approksimointi ja suhteelliset virheet, erikoistapaus

Jos
Qn

(6% «
f(x1,%0,...,Xn) = x| X572 ... X5,

niin lineaarisella approksimoinnilla saadaan

Af  f(xi + Axy,x2 + Bxz, .. Xp + Axp) — F(x1, X2, .., Xn)

f B f(X17X27"'7Xn)
Axy Axo Axp,
1— + 2= = + ...+ o,
X2 Xn
ja erityisesti

Axl Axo Ax

AR jaal [222] ...+ Jag) [222

I‘l
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% % Newtonin menetelma: f(x) =0 = x =?
Jos f(x, + Ax) = 0 niin patee

0 = f(x, + Ax) =~ f(x,) + f(x,)Ax = Ax~ —f(x,) f(x,)
Jja jotta x,41 ~ x, + Ax valitsemme
Xni1 = Xn — F(xn) " (x,).

Kaanteismatriisin 1"/(x,7)71 laskeminen ei ole valttamatonta mutta meidan pitaa ratkaista yhtalosysteemi

£/ (xn)(xn41 — Xn) = —F(xn).

@ Milloin Newtonin menetelm3 suppenee?

Jos f(x) on jatkuvasti derivoituvia, f(x.) = 0, f'(x.) on kdantyvd matriisi
Ja jos ||xo — x«|| on riittdvdn pieni (mille voi antaa riittavd ehto) niin patee
lim, oo Xn = X4, mutta muuten ei ole takeita siits, ettd menetelma
konvergoi ja vaikeus on 6ytd3 sopiva alkuarvo (ja tietdd milloin pitda
luovuttaa jos ndyttaa siltd ettei menetelma konvergoikaan).
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% % Newtonin menetelm3

Jos haluamme kayttdd Newtonin mentelmaa yhtalésysteemin
x% +4y? = 4, x> — 2x = y — 1 ratkaisemiseksi niin kirjoitamme ensin
systeemin muodossa f(X) = 0, missa siis

x> +4y? —4 X
F(X) = [X2—2x—y+1]’ X= []

Silloin
p | 2x 8y
)= [2x—2 -1’
ja meidan pitda laskea
Xni1 = X, — F/(X,) " H(X,), n>0.
Jos valitsemme Xo = % Jjayo= % niin saamme
3 -1r 3 3 1 4 3 7
3 3 4 _ 3 1 4773 7
ot o | N
2 Z 2 7 7 4 2

V.
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% @ Newtonin menetelmi, jatk.

Jos kadytimme laskuihin Matlab/Octavea niin maarittelemme ensin
funktion f komennolla
£=0(X) [X(1)"2+4%X(2) "2-4;X (1) "2-2*X (1) -X(2)+1]

Ja sitten sen derivaatan f' komennolla

df=0(X) [2*X(1),8%X(2) ;2%X(1)-2,-1]
Sitten valitsemme X=[1.5;0.5] ja laskemme monto kertaa X=X-
df (X)-1x£(X) (tai X= X-df (X)\£f (X)) ja tuloksena saamme

X1 =

~ |0.513283501264863 |
~ [1.716438125053991 |

[1.750000000000000]
10.500000000000000 |

[1.716438375580136 ]

10.513283587030878 |

Xo =

X4 =

Xe =

[1.717105263157895 ]
10.513157894736842|

[1.716438125054029]
0.513283587030869 |

[1.716438125053991 ]
10.513283587030878|
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